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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

В середине XIX века П.Л. Чебышев ввел в науку важное понятие наи-
лучшего приближения (а именно, наилучшего равномерного приближе-
ния) и систематически применял его в приложениях. В дальнейшем по-
нятия величины и элемента наилучшего приближения были перенесены
на случай абстрактных пространств и стали исходным пунктом геомет-
рической теории приближений.

Величиной наилучшего приближения, или расстоянием от заданно-
го элемента x линейного нормированного пространства X до заданного
непустого множества M ⊂ X, называется величина

ρ(x,M) := inf
y∈M
∥x− y∥.

Понятия и свойства, определяемые в терминах наилучшего прибли-
жения, в частности, свойства существования, единственности, устой-
чивости элементов наилучшего приближения, называются аппроксима-
тивными. Таким является прежде всего понятие элемента наилучше-
го приближения, или ближайшей точки из множества ∅ ̸= M ⊂ X.
Это есть (для заданного x ∈ X) такая точка y ∈ M , для которой
∥x− y∥ = ρ(x,M). Множество всех ближайших точек (элементов наи-
лучшего приближения, или, кратко, наилучших приближений) в M для
заданного x обозначается PMx. Иными словами,

PMx :=
{
y ∈M | ρ(x,M) = ∥x− y∥

}
.

Оператор x 7→ PMx называется оператором метрической проекцией
на множество M .

Всюду ниже X – действительное линейное нормированное простран-
ство, Xn – действительное банахово пространство конечной размерно-
сти n. Случаи, когда X – несимметрично нормированное пространство
будут оговариваться особо. Далее:

B(x, r) – замкнутый шар с центром x и радиусом r;
›

B(x, r) – открытый шар с центром x и радиусом r;
S(x, r) – сфера с центром x и радиусом r.

Для краткости мы полагаем B := B(0, 1) – единичный шар, S =
S(0, 1) – единичная сфера.
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Множество M называется множеством существования (единственно-
сти), если для каждой точки x множество PMx ее ближайших элемен-
тов непусто (соответственно, пусто или одноточечно). Множество су-
ществования всегда замкнуто и непусто. В конечномерном X верно и
обратное утверждение: любое замкнутое непустое множество является
множеством существования.

Для подмножества ∅ ̸= M ⊂ X точка x ∈ X \M называется точ-
кой солнечности, если существует точка y ∈ PMx (называемая точкой
светимости) такая, что

y ∈ PM

(
(1− λ)y + λx

)
для всех λ > 0. (0.1)

Геометрически условие (0.1) означает, что из точки y исходит “солнеч-
ный” луч, проходящий через x, для каждой точки которого y является
ближайшей из M .

Точка x ∈ X \ M называется точкой строгой солнечности, если
PMx ̸= ∅ и условие (0.1) выполнено для любой точки y ∈ PMx. Если же
для x ∈ X \M условие (0.1) выполнено для любой точки y ∈ PMx, то
точка x называется точкой строгой протосолнечности (при этом, в от-
личие от точки строгой солнечности, ближайшая точка y к x не обязана
существовать).

Замкнутое непустое множество M ⊂ X называется солнцем (соответ-
ственно, строгим солнцем), если каждая точка x ∈ X \ M является
точкой солнечности (соответственно, строгой солнечности) для M . Мно-
жество ∅ ̸= M ⊂ X называется строгим протосолнцем, если каждая
точка x ∈ X \M является точкой строгой протосолнечности. Как пра-
вило, мы будем предполагать, что строгое протосолнце замкнуто. В об-
щем случае (замкнутое) строгое протосолнце не обязано являться мно-
жеством существования.

Несложно проверить, что выпуклое множество всегда является стро-
гим протосолнцем, а выпуклое множество существования – строгим солн-
цем.

Понятие “солнце” было введено Н. В. Ефимовым и С.Б. Стечкиным
в [57] и оказалось весьма востребованным в теории приближений и вы-
пуклом анализе. Термин “строгое протосолнце” вводится для избежания
путаницы в понятиях “строгое солнце существования” (строгое солнце)
и “строгое солнце без предположения о существования ближайшего эле-
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мента” (строгое протосолнце). Отметим, что имеется связь между стро-
гими (прото)солнцами и множествами Колмогорова, т.е. множествами,
для которых выполняется критерий Колмогорова ближайшего элемен-
та, хорошо известный для приближения выпуклыми множествами и, в
частности, подпространствами (см., например, Б. Брозовский [149]).

В конечномерном пространстве X замкнутое непустое множество яв-
ляется множеством существования, поэтому в таких X всякое строгое
протосолнце является строгим солнцем. В бесконечномерном случае это
уже не так – строгое протосолнце вообще может не иметь ближайших
элементов для точек, не лежащих в нём (т.е. являться антипроксими-
нальным множеством).

Отдавая дань уважения П. Л. Чебышеву, как основателю теории при-
ближений, Н. В. Ефимов и С. Б. Стечкин [57] предложили новый термин
“чебышёвское множество”, который практически сразу стал общеприня-
тым. Непустое множество M называется чебышёвским, если для каждо-
го x элемент наилучшего приближения из M существует и единственен
(иными словами, чебышёвские множества суть в точности множества су-
ществования и единственности). Чебышёвское солнце – это чебышёвское
множество, являющееся солнцем.

К примеру, множество Rm,n дробно-рациональных функций и подпро-
странство Pn многочленов степени не выше n являются чебышёвскими
множествами в C[a, b]. При этом оказалось, что элементы наилучшего
равномерного приближения из Rm,n и Pn характеризуются в терминах
альтернанса. Из этой характеризации вытекает, что множество Rm,n яв-
ляется чебышёвским солнцем в C[0, 1]. Д. Браесс [144], а также Л. Чонг
и Дж. А. Ватсон [162] (см. также Б. Брозовский и P. Вегман [150]) по-
казали (в других терминах), что множество обобщенно-рациональных
функций

RV,W = {p/q | p ∈ V, q ∈ W, q(t) > 0, t ∈ Q}

является строгим протосолнцем в C(Q); здесь V,W – произвольные вы-
пуклые подмножества в действительном или комплексном C(Q), Q –
хаусдорфов компакт (в отличие от классического случая Rm,n при при-
ближении RV,W наилучшее приближение может не существовать или не
быть единственным).

Напомним ещё ряд определений.
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Непустое замкнутое множество M называется:
α-солнцем, если для любой точки x /∈ M существует (солнечный)

луч ℓ с вершиной x такой, что для любого z ∈ ℓ имеет место равен-
ство ρ(z,M) = ∥z − x∥ + ρ(x,M). Всякое солнце является α-солнцем.
В отличие от солнц α-солнце может иметь изолированные точки: при-
мером является “двоеточие” M := {(0, 0)} ∪ {(1, 1)} на плоскости с
максимум-нормой ∥ · ∥∞.

Множество называется ограниченно компактным, если его пересече-
ние с любым замкнутым шаром компактно (или пусто).

Точка x ∈ X называется точкой аппроксимативной компактности
для множества M (x ∈ AC(M)), если из любой последовательности
(yn)n∈N ⊂ M , удовлетворяющей соотношению ∥x − yn∥ → ρ(x,M) (та-
кая последовательность называется минимизирующей), можно выбрать
сходящуюся к некоторой точке из M подпоследовательность. Нетрудно
проверить, что каждая точка аппроксимативной компактности x ∈ X

является точкой существования (т.е. PMx ̸= ∅). Множество M ⊂ X
называется аппроксимативно компактным, если каждая точка x ∈ X
является точкой аппроксимативной компактности. Понятие аппрокси-
мативно компактного множества было введено Ефимовым и Стечки-
ным в [58]. Ясно, что ограниченно компактное множество аппрокси-
мативно компактно.

К примеру, в Lp[0, 1], 1 < p < ∞, множество Rm,n дробно-рациональ-
ных функций аппроксимативно компактно, но не ограниченно компакт-
но (Н. В. Ефимов и С.Б. Стечкин [58]). Однако в пространстве C[0, 1]
множество Rm,n уже не аппроксимативно компактно. Действительно, с
одной стороны известно (X. Мэли и K. Вицгаль [231], а также Д. Браесс
[145]), что метрическая проекция на (чебышёвское множество)Rm,n име-
ет точки разрыва. С другой стороны, метрическая проекция на любое
аппроксимативно компактное чебышёвское множество непрерывна (см.,
например, Л. П. Власов [50; следствие 2.2]).

Далее, положим

T(M) = {x | cardPMx = 1} (если T(M) = X, то M – чебышёвское
множество);
AC(M) – множество точек аппроксимативной компактности для M .

7



Следуя Власову [50], если Q обозначает некоторое свойство (например,
“связность”), мы будем говорить, что множество M обладает свойством

P -Q, если при всех x ∈ X множество PM(x) ̸= ∅ и обладает свой-
ством Q;

P0-Q, если при всех x ∈ X множество PM(x) обладает свойством Q;
B-Q, если M ∩B(x, r) обладает свойством Q при всех x ∈ X, r > 0;
›

B-Q, если M ∩
›

B(x, r) обладает свойством Q при всех x ∈ X, r > 0;
экстремально Q, если M ∩Π обладает свойством Q для любого бруса

Π в X (по определению, брусы суть пересечения экстремальных
гиперполос вида {x ∈ X | a 6 f(x) 6 b}, −∞ 6 a 6 b 6 +∞, f ∈
extS∗, порождаемых в исходном пространстве экстремальными
функционалами из S∗; см. стр. 171).

К примеру, замкнутое подмножество конечномерного пространства
P -непусто, или является множеством существования (или проксими-
нальным множеством). Далее,

extS∗ – множество экстремальных (крайних) точек единичной сферы
S∗ сопряженного пространства к пространству X;

expS – множество достижимых (выставленных) точек единичной сфе-
ры S пространства X;

smS – множество гладких точек сферы S (точек, в которых опорная
гиперплоскость к сфере единственна).

Для непустого множества M мы полагаем:
bdM – граница множества M ;
clM – замыкание множества M ;
rbM – относительная граница множества M (граница множества M в

его аффинной оболочке);
intM – множество внутренних точек множества M ;
riM – относительная внутренность множества M (внутренность мно-

жества M в его аффинной оболочке);
m(M) – оболочка Банаха–Мазура (ограниченного) множества M ; т.е.

пересечение всех замкнутых шаров, содержащих M (в частном случае
m(x, y) := m({x, y}), x, y ∈ X);

[[x, y]] := {z | f(z) ∈ [f(x), f(y)] ∀f ∈ extS∗} – интервал, определяе-
мый точками x и y.
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ВВЕДЕНИЕ

Диссертация состоит из введения, четырех глав и списка литературы
из 268 наименований. В каждой главе принята сквозная нумерация ре-
зультатов, определений и замечаний.

Актуальность темы. Геометрическая теория приближений во мно-
гом берет начало от исследований П.Л. Чебышева, который ввел в науку
понятие наилучшего равномерного приближения и систематически при-
менял его в приложениях, Г. Минковского, который впервые исследовал
нормы, отличные от евклидовой, и А. Хаара, который изучал чебышёв-
ские подпространства (системы Чебышева) в пространстве непрерывных
функций. Позднее их идеи были перенесены на случай приближения в
абстрактных пространствах. Таким образом возникли понятия чебышёв-
ского множества и солнца. Сами термины “чебышёвское множество” и
“солнце” были введены Н. В. Ефимовым и С. Б. Стечкиным в 1950-х го-
дах [57] и практически сразу стали общепринятыми. В эти и последую-
щие годы на первую роль вышли задачи единственности, существования
и устойчивости наилучшего приближения, являющимся центральными
в этой теории. В частности, активно изучались вопросы, связанные
с исследованием зависимости между геометрическими характеристика-
ми пространства и свойствами чебышёвских множеств. В 1961 г. были
найдены необходимые условия и достаточные условия выпуклости че-
бышёвского множества в некоторых классах пространств, включающих
гильбертовы пространства и пространство Lp (p > 1): по В. Кли таким
условием является слабая замкнутость множества, а по Н.В. Ефимову
и С. Б. Стечкину – аппроксимативная компактность. Ефимов и Стеч-
кин установили, что множество Rn,m дробно-рациональных функций в
пространствах Lp (p > 1) аппроксимативно компактно. Применяя свой
критерий, они установили, что, будучи невыпуклым, Rn,m не являет-
ся чебышёвским множеством в Lp (p > 1). Этот результат считается
первым применением геометрической теории чебышёвских множеств к
конкретным задачам теории приближения функций.

В современном понимании геометрическая теория приближений изу-
чает взаимосвязи между различными аппроксимативными и геометриче-
скими свойствами множеств в абстрактных и конкретных пространствах.
Наряду с чебышёвскими множествами активно изучаются и “солнечные”
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свойства подмножеств линейных нормированных пространств, представ-
ляющие собой аппроксимативно-геометрическую характеристику

“Солнца” обладают важными характеристическими признаками. Им
присущи те или иные свойства отделимости: шар можно отделить от та-
кого множества посредством большего шара или опорного конуса. Эти
свойства стоят в одном ряду с известными свойствами отделимости вы-
пуклых множеств по- средством полупространств (гиперплоскостей).

В работе изучаются структурные, геометрически-топологические ха-
рактеристики солнц и чебышёвских множеств (в частности, связность и
выпуклость). Будут получены как прямые теоремы геометрической тео-
рии приближений, в которых из структурных характеристик множеств
выводят их аппроксимативные свойства, так и обратные теоремы, в ко-
торых из аппроксимативных свойств выводятся структурные характе-
ристики. В качестве аппроксимативных характеристик множеств будут
рассматриваться свойства единственности, существования наилучшего
приближения, чебышёвости, аппроксимативной компактности и солнеч-
ности. К структурным характеристикам множеств обычно относят свой-
ства линейности, конечномерности, компактности, выпуклости, различ-
ной связности и гладкости этих множеств.

Обратные теоремы по отношению к приложениям выступают в следу-
ющей роли. Выяснив, что исследуемый объект не обладает “хорошими”
структурными характеристиками, из этих теорем выводится, что он не
обладает и “хорошими” аппроксимативными свойствами. Обычно, таким
путем удается установить, что данный объект не является множеством
существования или единственности.

Область применения геометрической теории приближений на сего-
дняшний день лежит в теории оптимального управления системами
c распределенными параметрами (А. В. Фурсиков [98]–[100], М.В. Яши-
на [112], [113]), теории некорректных задач (В. К. Иванов, В. В. Васин,
В.П. Танана [60], Ф. Фарачи, A. Ианидзотто [184], Л. Зайичек [266]), тео-
рии неоднозначной разрешимости нелинейных дифференциальных урав-
нений (И. Г. Царьков [105]–[108], Б. Ричери [250], Ф. Фарачи, A. Ианид-
зотто [183] и др.), теории функций (среди многочисленных исследований
отметим лишь недавние работы П. А. Бородина [41], [44], К. С. Рютина
[90] и C. C. Аджиева [114], [115]), топологических минимаксных теоремах
(Х. Кёниг [223], Б. Ричери [249]), теории критических точек в негладком
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случае (Д. Браесс [145], Б. Ричери [248]), теории обучения при постро-
ении оптимального оценщика (Ю. В. Малыхин [83]), при исследовании
устойчивости по различным параметрам решений общих экстремальных
задач и многозначных отображений (В.И. Бердышев [33], [34], [35], [36],
Ф. Дойч, Дж.М. Ламберт [173], А.В. Маринов [84], [85], П. Шварцман
[254], П.В. Альбрехт [23], М. В. Балашов и Д. Реповш [132], М.В. Бала-
шов и М. О. Голубев [133], [133], К. В. Чеснокова [110] и др.), а также в
выпуклом анализе – к примеру, при исследовании функции Моро и свя-
занного с ней свойства проксрегулярности множеств и функций, которое
является локальным вариантом свойства проксимальной гладкости и иг-
рает важную роль (как в теоретическом, так и в вычислительном аспек-
тах) в оптимизации, вариационном анализе, нелинейном анализе и за-
дачах восстановлении сигналов (Р.А. Поликвин и Р.Т. Рокафелар [244],
Ф. Бернард и Л. Тибо [139], Б. Ричери [250], М. В. Балашов, Г. Е. Ива-
нов [31], М. В. Балашов [30], [31], Г. Е. Иванов [63], A. Журани, Л. Тибо,
Д. Загродны [211], В. Н. Соловьев [94] и др.). В связи с вышесказанным
стоит отметить обзор В. М. Тихомирова [95], в котором, в частности, по-
дробно раскрывается роль геометрической теории приближений в зада-
чах теория приближения функций, выпуклом анализе и других областях
математики, а также обзоры [50], [29], [66], [73], [212].

Цели и задачи исследования. Основной целью работы является
решение ряда открытых проблем в геометрической теории приближений
и геометрии банаховых и несимметрично нормированных пространств.

B диссертации исследуются следующие задачи:

• дать описание в геометрических терминах чебышёвских множеств
в пространстве ℓ∞(n);
• установить солнечность монотонно связных чебышёвских множеств

в общих линейно нормированных пространствах;
• изучить аппроксимативно-геометрические свойства монотонно ли-

нейно связных множеств и множеств, связных по Менгеру;
• установить свойство универсальности пространства непрерыв-

ных функций для линейных несимметрично нормированных про-
странств и пространств с несимметричной метрикой;
• охарактеризовать пространства конечной размерности, симметрич-

но или несимметрично нормированные, в которых всякое чебышёв-
ское множество выпукло;
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• показать, что в пространстве c0 всякое солнце связно (и, более того,
монотонно линейно связно);
• доказать, что в сепарабельном банаховом пространстве компактное

связное по Менгеру множеству экстремально клеточноподобно (и, в
частности, P -ациклично);
• установить наличие непрерывной ε-выборки (из оператора почти

наилучшего приближения) при приближении солнцами в широком
классе конечномерных банаховых пространств.

Методика исследования включает использование многочисленных
результатов из вещественного и выпуклого анализа, геометрии банахо-
вых пространств, теории выпуклых многогранников, теории неподвиж-
ных точек, теории приближений и геометрической топологии. В ряде
задач геометрической теории приближений существенную значимость
показало введенное автором понятие монотонной линейной связности.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми, полу-
чены автором самостоятельно и состоят в следующем:

• Впервые предъявляется пример неквадратного бесконечномерного
банахова пространства, не являющееся неквадратным, в котором
всякое солнце связно (и, более того, монотонно линейно связно);
• Показано, что в произвольном линейном нормированном простран-

стве монотонно линейно связное чебышёвское множество является
солнцем;
• Установлено свойство универсальности пространства непрерыв-

ных функций для линейных несимметрично нормированных про-
странств и пространств с несимметричной метрикой.
• Получена геометрическая характеризация чебышёвских множеств

в пространстве ℓ∞(n) (задача Тихомирова–Беренса).
• Установлена экстремальная клеточноподобность (в конечномерном

случае – экстремальная стягиваемость) и монотонная линейная
связность ограниченно компактных m-связных (по Менгеру) мно-
жеств в сепарабельных банаховых пространствах.
• В широком классе конечномерных банаховых пространств показано,

что существует непрерывная ε-выборка (из оператора почти наилуч-
шего приближения) при приближении солнцами.

Теоретическая и практическая ценность.
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Работа имеет теоретический характер. Развитые в ней методы могут
применяться в задачах теории приближений, выпуклом анализе, уравне-
ниях в частных производных, а также при исследовании вопроса един-
ственности решений задач оптимального управления системами, кото-
рые описываются с помощью нелинейных краевых задач.

Разделы диссертации могут составить содержание специальных курсов
для студентов высших учебных заведений и аспирантов, обучающихся по
специальности “математика”.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и об-
суждались на следующих семинарах:

МГУ, механико-математический факультет:

• семинар по теории функций действительного переменного под ру-
ководством академика РАН проф. П.Л. Ульянова (2005 г.);
• семинар по теории функций действительного переменного под руко-

водством академика РАН проф. Б.С. Кашина, д.ф.-м.н. проф. Б.И.
Голубова, д.ф.-м.н. проф. М.И. Дьяченко и чл.-корр. РАН проф.
С.В. Конягина (неоднократно, 2012–2014 гг.);
• семинар “Теория приближений” под руководством д.ф.-м.н. проф.

И. Г. Царькова (неоднократно, 1995–2014 гг.);
• семинар “Теория приближений и теория экстремальных задач” под

руководством д.ф.-м.н. проф. В. М. Тихомирова и д.ф.-м.н. проф.
Г. Г. Магарил-Ильяева (неоднократно, 1999–2014 гг.);
• семинар “Тригонометрические и ортогональные ряды” под руковод-

ством д.ф.-м.н. проф. Т.П. Лукашенко, д.ф.-м.н. проф. М. И. Дья-
ченко, д.ф.-м.н. проф. В. А. Скворцова и д.ф.-м.н. проф. М. К. По-
тапова (2014 г.);
• научно-исследовательский семинар по алгебре под руководством

д.ф.-м.н. проф. А. В. Михалева, д.ф.-м.н. проф. В. Н. Латышева,
д.ф.-м.н. проф. В. А. Артамонова, д.ф.-м.н. проф. В. К. Захарова,
д.ф.-м.н. проф. Е.С. Голода (2014 г.);
• семинар “Задачи дифференциальных уравнений, анализа и управ-

ления: теория и приложения” под руководством д.ф.-м.н. проф.
А.В. Фурсикова, д.ф.-м.н. проф. В. М. Тихомирова, член-корр. РАН
проф. М. И. Зеликина и д.ф.-м.н. проф. В.Ю. Протасова (неодно-
кратно, 2012–2014 гг);
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• семинар “Геометрическая теория приближений” под руководством
д.ф.-м.н. доц. П.А. Бородина (неоднократно, 2011–2014 гг).

Московский физико-технический институт (государственный
университет):

• семинар “Многозначный анализ” под руководством д.ф.-м.н. проф.
М.В. Балашова, д.ф.-м.н. проф. Г. Е. Иванова и д.ф.-м.н. проф. Е. С.
Половинкина (2013, 2014 гг.).

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН:

• семинар “Теория приближений” под руководством д.ф.-м.н. проф.
С.А. Теляковского (неоднократно, 1995–2014 гг.).

Российский университет дружбы народов:

• семинар “Экстремальные задачи и нелинейный анализ” под руко-
водством д.ф.-м.н. проф. А. В. Арутюнова (2014 г.).

Институт математики и механики им. Н. Н. Красовского
Уральского отделения Российской академии наук:

• семинар отдела теории приближений (2000, 2014 гг.).

За рубежом: семинар “Lehrstuhl Mathematik IV” под руководством
проф. Г. Нюрнбергера (университет Маннгейм, Германия, 2002 г.), семи-
нар “Konvexe Analysis” под руководством проф. П. Грубера (Technische
Universität Wien, Австрия, 1999 г.), а также семинар “Approximations-
theorie” под руководством проф. Х. Беренса и проф. Х.-И. Шмидта (мате-
матический институт, университет Эрланген–Нюрнберг, Германия, 1999,
2001, 2007 гг.).

Публикации. По теме диссертации опубликованы следующие рабо-
ты: [121], [122], [3], [4], [5], [6], [123], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14],
[15], [16], [17], [124], [125], [126], [18], [20], [19]. Из них из перечня изданий,
рекомендуемых ВАК России – 21 наименование.

Перейдем к обзору результатов по главам.

Глава I. В теории приближений давно остается нерешенной извест-
ная проблема Ефимова–Стечкина–Кли о выпуклости чебышёвских мно-
жеств в бесконечномерном гильбертовом пространстве (см., например,
А.Л. Гаркави [53], В. С. Балаганский и Л. П. Власов [28], [29], Ф. Дойч
[174], [175], Ж. Ириарт-Уррути [207], П.А. Бородин [40] [42], [43], [45],
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Дж. Флетчер [186]). Как правило, выпуклость чебышёвского множе-
ства в гильбертовом пространстве удается доказать при наложении огра-
ничений типа компактности, непрерывности метрической проекции или
солнечности. В 1961 г. были найдены необходимые условия и достаточ-
ные условия выпуклости чебышёвского множества в некоторых классах
пространств, включающих гильбертовы пространства и пространство Lp

(p > 1): по В. Кли таким условием является слабая замкнутость множе-
ства, а по Н. В. Ефимову и С. Б. Стечкину – аппроксимативная компакт-
ность. Н. В. Ефимов и С. Б. Стечкин установили, что множество Rn,m

дробно-рациональных функций в пространствах Lp (p > 1) аппроксима-
тивно компактно. Применяя свой критерий, они установили, что, будучи
невыпуклым, Rn,m не является чебышёвским множеством в Lp (p > 1).
Отметим, что в неполном предгильбертовом пространстве ℓ20 чебышёв-
ское множество может быть невыпуклым – соответствующий пример по-
строен Дж. Джонсоном и доработан Л. П. Власовым (см. [213], [214], [29]).

Менее известным, но отнюдь не менее интригующим, является вопрос
о характеризации линейных нормированных пространств, в которых вся-
кое чебышёвское множество выпукло (В. И. Бердышев [32], А. Брондстед
[147], И. Г. Царьков [102], [104], А. Л. Браун [154], А. Р. Алимов [4], [3],
[8], П.А. Бородин [40], [42]). Первым, кто рассматривал вопрос о вы-
пуклости чебышёвских множеств, был Л. Н. Бунт. В своей диссертации
[160] (1934 г.) он доказал, что в строго выпуклых конечномерных бана-
ховых пространствах с модулем гладкости второго порядка (в том числе
в евклидовых) всякое чебышёвское множество выпукло, причем в дву-
мерном случае он показал, что от условия строгой выпуклости можно
избавиться. Таким образом, было, в частности, показано, что в конеч-
номерных евклидовых пространствах Rn классы чебышёвских и выпук-
лых замкнутых множеств совпадают. В дальнейшем T. Моцкин устано-
вил [240], что в двумерном случае условие гладкости пространства (т.е.
единственности опорной гиперплоскости в каждой точке единичной сфе-
ры пространства) является необходимым и достаточным для выпуклости
любого чебышёвского множества в этом пространстве.

Полный ответ в задаче о выпуклости чебышёвских множеств в конеч-
номерных пространствах получен лишь для пространств размерности не
выше четырех.
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Напомним, что точка s, лежащая на границе единичного шара B назы-
вается точкой гладкости шара B, или единичной сферы S, (s ∈ smB),
если опорная гиперплоскость к шару B в точке s единственна (т.е. норма
пространства дифференцируема в точке s по Гато). Точка s называется
достижимой точкой шара B (s ∈ expB), если найдется опорная гипер-
плоскость H к шару B в точке s такая, что H ∩B = {s}.

В трехмерном случае ответ на вопрос о выпуклости чебышёвских
множеств (теорема 1.A) получен независимо В.И. Бердышевым [32] и
A. Брондстедом [147].

Теорема 1.A. Пусть X – линейное нормированное пространство,
dimX = 3. Тогда каждое чебышёвское множество в X выпукло если
и только если каждая достижимая точка шара B является точкой
гладкости.

При исследовании вопроса о том, в каких пространствах любое че-
бышёвское множество выпукло А.Л. Браун [154] ввел важное понятие
граневой системы выпуклых множеств. Напомним, что грань выпук-
лого множества K – это непустое выпуклое экстремальное подмноже-
ство F ⊂ K (т.е. для любого отрезка [a, b] ⊂ K условие (a, b) ∩ F ̸= ∅
влечет условие [a, b] ⊂ K), достижимая грань множества K – непустое
пересечение K с опорной гиперплоскостью к K.

Семейство F непустых замкнутых выпуклых подмножеств Rn называ-
ется граневой системой выпуклых множеств, если оно обладает следу-
ющими свойствами:

(F1) если G ⊂ F и ∩G ̸= ∅, то ∩G ∈ F ;
(F2) если F,G ∈ F и F ⊂ G, то F – грань множества G;
(F3) для каждого натурального k множество ∪{F k |F ∈ F} замкнуто

в произведении (Rn)k.

Если K – выпуклое тело в Rn, то семейство его собственных граней
является граневой системой выпуклых множеств, равно как и семейство
его достижимых граней.

Теорема 1.B (Браун [154]). Пусть F – граневая система выпук-
лых множеств в Rn . Предположим, что x0 – экстремальная точ-
ка некоторого элемента F ∈ F , N – окрестность точки x0 ∈ Rn и
N ⊂ (∪F∈FF ). Если n = 1, 2 или 3, то {y} ∈ F для некоторого y ∈ N .
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Пусть [[Fn]] – утверждение теоремы 1.B, в котором фраза “если n = 1, 2
или 3” опущена из третьего предложения. Таким образом, теорема 1.B
утверждает [[F1]], [[F2]] и [[F3]]. Верно ли утверждение [[Fn]] при n > 4 не
известно. Отметим, что достаточно очевидно, что [[Fn+1]] влечет [[Fn]].

Применяя свой результат [[F3]] к некоторой граневой системе выпуклых
множеств в R4, построенной по чебышёвскому множеству, и используя
тонкие методы алгебраической топологии, А. Л. Браун [154] установил
следующий результат.

Теорема 1.C. Пусть X – линейное нормированное пространство,
dimX = n < ∞. Предположим, что выполнено условие [[Fn−1]] или
n 6 4. Тогда каждое чебышёвское множество в X выпукло если и
только если каждая достижимая точка шара B является точкой
гладкости.

Этот результат обобщает трёхмерный результат В.И. Бердышева–
A. Брондстеда (теорема 1.A). Отметим, что Брондстед [147] доказал
теорему 1.A для более широкого класса пространств – линейных про-
странств с несимметричной нормой.

Основные результаты главы I.

В теореме 1.1 получено следующее обобщение классического критерия
выпуклости чебышёвских множеств (теоремы 1.A, 1.C) на случай несим-
метрично нормированных пространств и ее усиление на случай действу-
ющих точек относительно рассматриваемого множества.

Здесь напомним, что несимметричной нормой на X называется неот-
рицательный сублинейный функционал ∥·∥ такой, что для всех x, y ∈ X

1) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;
2) ∥αx∥ = α∥x∥ для всех α > 0;
3) ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.

В общем случае, ∥x∥ ̸= ∥−x∥. Отметим, что функция ∥x∥sym =
max{∥x∥, ∥−x∥}, x ∈ X, является нормой. Наиболее полно обзор со-
временных результатов, относящихся к общей теории несимметрично
нормированных пространств приведен в недавно вышедшей монографии
C. Кобзаша [169].

Напомним, что для данного непустого множества M ⊂ X точка s ∈ S
называется M -действующей (здесь буква “M ” означает рассматривае-
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мое множество M), если

s ∈ (PMx− x)/ρ для некоторого x /∈M, где ρ = ρ(x, PMx).

Иными словами, если точка s является M -действующей для множества
M , то ее “аналогом” (при растяжении и сдвиге единичного шара) можно
коснуться множества M .

В теореме 1.1 мы обобщаем классический критерий выпуклости чебы-
шёвских множеств (теоремы 1.A, 1.C) на случай несимметрично норми-
рованных пространств и усиливаем его на случай M -действующих точек
относительно рассматриваемого множества M .

Теорема 1.1. Пусть X – линейное нормированное или несиммет-
рично нормированное пространство, dimX = n < ∞. Предположим,
что выполнено условие Брауна [[Fn−1]] или n 6 4. Тогда следующие
условия эквивалентны:

a) каждое чебышёвское множество M в X выпукло;
b) каждая достижимая точка шара B является точкой гладко-
сти;

c) каждая достижимая M -действующая точка шара B является
точкой гладкости.

В § 1.2 изучается структура дополнения к чебышёвским множествам и
солнцам в нормированных и несимметрично нормированных простран-
ствах. Такая задача оказывается связанной с проблемой выпуклости
чебышёвских множеств.

Напомним, что точки s1, . . . , sn ∈ S называются попарно далекими
[119] (или образующими антиподальное семейство [143; § 9.11]), если для
тел Bi = B − si, i = 1, . . . , n, выполнены условия

Bi ∩ intBj = ∅, i, j = 1, . . . , n, (1.2)

т.е. сдвиги Bi тела B не пресекаются внутренностями и имеют общую
точку.

Обозначим:

• k(B) – мощность максимального антиподального семейства шара B
(максимальное число неперекрывающихся сдвигов шара B, имею-
щих общую точку); в конечномерном X число k(B) всегда конечно;
• kexp(B) – мощность максимального антиподального семейства ша-

ра B, состоящего из достижимых точек;
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• kact,exp(B |M) – максимальное число M -действующих достижи-
мых попарно далеких точек сферы S (для фиксированного мно-
жества M).

Имеет место следующий результат, являющийся на настоящий момент
наилучшим в задаче описании пространств, содержащих солнце, стро-
гое солнце или чебышёвское множество с заданным числом компонент
связности дополнения.

Теорема 1.5. Пусть X – линейное нормированное или несиммет-
рично нормированное пространство, dimX = n <∞.

Пусть ν ∈ {1, . . . , kexp(B)}. Тогда в X найдется чебышёвское мно-
жество с ν компонентами связности дополнения.

Далее, предположим, что выполнено условие Брауна [[Fn−1]] или n 6
4. Предположим также, что M ⊂ X – чебышёвское множество в X ,
дополнение к которому состоит из ν компонент связности. Тогда
kact,exp(B |M) > ν . В частности, kexp(B) > ν .

В § 1.3 рассматривается классическая задача о выпуклости чебышёв-
ского множества M в линейном нормированном или несимметрично нор-
мированном пространстве (X, ∥·∥) при дополнительном условии M ⊂ H,
где H – подпространство в X. Общие задачи приближения множествами
с условием M ⊂ H ранее практически не рассматривались. Пусть B –
единичный шар в X. Устанавливается, что если | · |H,θ – несимметрич-
ная норма на H, определяемая функционалом Минковского множества
(B − θ) ∩ H относительно 0, где ∥θ∥ < 1 – произвольно, то M – чебы-
шёвское множество в (H, | · |H,θ) при любом выборе точки θ. Исходя из
этого утверждения даются достаточные признаки и необходимые призна-
ки выпуклости чебышёвских множеств M и ограниченных чебышёвских
множеств M в X при условии M ⊂ H.

В 1958 г. Ефимов и Стечкин [57] сформулировали следующую зада-
чу: охарактеризовать конечномерные линейные нормированные про-
странства, в которых всякое ограниченное чебышёвское множество
выпукло. Полный ответ на этот вопрос был получен И. Г. Царьковым
[102] (в несимметричном случае – автором [20]). Рассматриваемая в за-
дача для несимметрично нормированных пространств была поставлена
в 1990-х годах С. Б. Стечкиным, который был активным сторонником
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изучения задач геометрической теории приближений в несимметричном
случае.

В теореме 1.11 даются достаточные условия выпуклости ограниченно-
го чебышёвского множества, лежащего в гиперплоскости. В теореме 1.12
для конечномерного (не)симметрично нормированного пространстваX и
гиперплоскости H ⊂ X, dimH > 3, строится норма на X, относительно
которой любое ограниченное чебышёвское множество M ⊂ H в X бу-
дет выпукло, однако найдется неограниченное невыпуклое чебышёвское
множество M1 ⊂ H в X.

Здесь мы считаем, что B – единичный шар относительно некото-
рой фиксированной несимметричной нормы на конечномерном простран-
ствеX (иными словами, B – выпуклое замкнутое ограниченное тело вX,
0 ∈ intB. Как обычно, обозначим

›

B = intB.
Пусть H – подпространство в X и пусть θ ∈

›

B. Положим

| · |θ – несимметричная норма наX, задаваемая функционалом Мин-
ковского тела

›

B − θ относительно точки 0;
| · |H,θ – несимметричная норма наH, индуцированная несимметрич-
ной нормой | · |θ.

Шар, сферу с центром x и радиусом r и т. п. объекты, определяемые от-
носительно несимметричной нормы | · |θ, мы обозначаем Bθ(x, r), Sθ(x, r)
и т. д.; подобным образом нижний индекс у некоторого объекта показы-
вает, относительно какой (несимметричной) нормы он определяется.

Теорема 1.11. Пусть dimX < ∞, H ⊂ X – гиперплоскость, и
пусть M ⊂ H – ограниченное чебышёвское множество в X . Пред-
положим, что найдется θ ∈

›

B , для которого

cl{φ ∈ S∗H,θ | ∃f ∈ expS∗, λ = λ(f) > 0 такие, что f |H = λ·φ} = S∗H,θ,

где S∗H,θ – единичная сфера пространства, сопряженного к (H, | · |H,θ).
Тогда множество M выпукло.

Теорема 1.12. Пусть dimX < ∞, H ⊂ X – гиперплоскость,
dimH > 3. Тогда на X существует норма, относительно которой лю-
бое ограниченное чебышёвское множество M ⊂ H в X будет выпукло,
однако найдется неограниченное невыпуклое чебышёвское множество
M1 ⊂ H в X .
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Данный результат восходит к известному результату И. Г. Царько-
ва [102], в котором на линейном пространстве X, 3 6 dimX < ∞,
строится норма ∥ · ∥T , относительно которой всякое ограниченное чебы-
шёвское множество в X выпукло, в то время как существует невыпуклое
неограниченное чебышёвское множество в X.

B главе II рассматривается классический вопрос об универсальности
пространства непрерывных функций. Хорошо известный результат, вос-
ходящий к Банаху и Мазуру, утверждает изометрическую универсаль-
ность пространства C[0, 1] для всех сепарабельных линейных нормиро-
ванных пространств. Другой известный результат, также именуемый
теоремой Банаха–Мазура, утверждает, что всякое сепарабельное метри-
ческое пространство изометрично некоторому подмножеству простран-
ства C[0, 1]. Для несепарабельного случая аналоги этих утверждений по-
лучены Кляйбером и Первиным [219]. Мы распространяем эти результа-
ты на линейные пространства с несимметричной нормой и пространства
с несимметричной метрикой.

Несимметричные нормы возникли по-видимому впервые у Г. Минков-
ского (“функционал Минковского”; [96]), в бесконечномерный анализ они
были привнесены М. Г. Крейном (см. [78], [79]). Термин несимметрич-
ная норма был предложен Крейном [78; стр. 197] в 1938 г. М. Г. Крейн, в
одиночку и в соавторстве, использовал несимметричные нормы при ис-
следовании экстремальных вопросов, связанных с проблемой моментов
Маркова. Важность сублинейных функционалов в ряде задач выпук-
лого анализа и математического анализа была отмечена X. Кёнигом в
работах [220], [222] (см. также обзорную работу [221]). Естественно воз-
никают несимметричные расстояния и в теории приближений (в частно-
сти, в задачах наилучших односторонних приближений) – В. Ф. Бабен-
ко [24] заметил, что приближения в пространствах с несимметричными
нормами оказываются “мостиком” между наилучшими приближениями
и наилучшими односторонними приближениями (в этой связи отметим
работы B. Ф. Бабенко [25], [26], [27], Е. П. Долженко и E. A. Севастьянова
[55], [56], Б. В. Симонова [91], [93], [92], A. И. Козко [68], [69], [70], [71],
А.В. Покровского [88], а также монографии Л. Коллатца и В. Краббса
[72; гл. I, § 9.E] и С. Кобзаша [169]).

C точки зрения приложений представляется интересным исследова-
ние аппарата несимметричных норм в связи с задачами теоретической
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информатики при анализе сложности программ (см. [185], [192], [193],
[190], [251], [252], [234]).

В геометрической теории приближений и выпуклом анализе несим-
метричные расстояния рассматривались в работах А. Брондстеда [146],
[147], E. Асплунда [130], П. А. Бородина [38], [39], [42], Г. E. Иванова [210],
Г. E. Иванова и М. С. Лопушански [65], [64], а также в работах автора
[119], [120], [4], [8].

В последние годы тематика, связанная с односторонними приближе-
ниями и несимметричными нормами, активно развивается. Системати-
ческое изучение пространств с несимметричной нормой было начато в
работах С. Кобзаша [164], [165], [166], [167], Х.-П. А. Кюнци [226], [227],
С. Ромагуеры, К. Алегре, Э. А. Санчеса Переза [191], [192], [193], [251]
и др.

Из последних работ отметим [194], [116], [118], [117], [228], [210]. Наи-
более полно обзор результатов, относящихся к общей теории несиммет-
рично нормированных пространств, а также вопросам функционального
анализа и теории приближений в таких пространствах приведен в недав-
но вышедшей книге Кобзаша [169].

Основные результаты главы II

В § 2.1 дается определение линейного пространства с несимметричной
нормой и приводится ряд свойств таких пространств. В § 2.2 приводятся
теоремы Банаха–Мазура об универсальности в классическом случае (для
линейных нормированных пространств и метрических пространств). В
§ 2.3 показывается (теорема 2.1), что каждое метризуемое сепарабель-
ное линейное несимметрично нормированное пространство (X, ∥·∥) мо-
жет быть изометрично изоморфно вложено в классическое C[0, 1] как
аффинное линейное многообразие (т.е. как сдвиг линейного многообра-
зия); иными словами, единичный шар пространства X можно предста-
вить как пересечение единичного шара пространства C[0, 1] с некоторым
аффинным линейным многообразием, пересекающего единичный шар по
внутренней точке. При этом оказывается, что неметризуемое несиммет-
рично нормированное пространство X никогда нельзя таким образом
вложить в C([0, 1]a) ни при каком a.
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Для пространств с несимметричной метрикой в § 2.4 показано, что каж-
дое такое пространство плотности a изометрично части пространства
C([0, 1]a) с преднормой p(f) = max{0, ∥f+∥C} (теоремы 2.2 и 2.3).

Согласно классическим результатам, восходящим к Банаху и Мазуру,
всякое сепарабельное метрическое пространство (X, ρ) изометрично ча-
сти пространства C[0, 1], а всякое сепарабельное линейное нормирован-
ное пространствоX изометрически изоморфно линейному многообразию
пространства C[0, 1]. При этом, если X банахово, то X изометрически
изоморфно подпространству пространства C[0, 1].

Новое направление теория универсальных пространств получила в
работе П. А. Бородина [39] (см. также [46], [168; § 1.1] и теорему 2.E
в § 2.3) – им найдено пространство, универсальное для линейных про-
странств с несимметричной нормой. Бородин [39] установил, что если
(X, ∥ · ∥) – линейное пространство с несимметричной нормой, сепарабель-
ное относительно нормы ∥x∥sym = max{∥x∥, ∥−x∥}, то оно изометрично
изоморфно линейному многообразию преднормированного пространства
C([0, 1], 1, 0), где последнее есть линейное пространство непрерывных
функций f ∈ C[0, 1], снабженное преднормой

p(f) = max{0, ∥f+∥C[0,1]}, f+(t) = max{f(t), 0}, t ∈ [0, 1].

Отметим, что C([0, 1], 1, 0) не является несимметрично нормированным
пространством.

Также в [39] построен пример сепарабельного несимметрично нормиро-
ванного пространства X, не сепарабельного относительно нормы ∥x∥sym.

В теореме 2.1 мы устанавливаем еще одно свойство универсальности
единичного шара пространства C[0, 1] и показываем, что метризуемые
сепарабельные несимметрично нормированные пространства X можно
изометрически изоморфно вложить в классическое C[0, 1] как аффин-
ное линейное многообразие; иными словами, единичный шар простран-
ства X можно представить как пересечение единичного шара простран-
ства C[0, 1] с некоторым линейным многообразием (пересекающим шар
по внутренности). Из доказательства теоремы 2.1 будет следовать, что
неметризуемое несимметрично нормированное пространство X никогда
нельзя вложить в C([0, 1]a) ни при каком a.

Теорема 2.1. Пусть (X, ∥ · ∥) – линейное пространство с несим-
метричной нормой. Пространство (X, ∥ · ∥) можно изометрически

23



изоморфно вложить в C[0, 1] как аффинное линейное многообразие L
в том и только в том случае, если X метризуемо и сепарабельно.

Через
›

bC(Q) (соответственно, bC(Q)) обозначим открытый (соответствен-
но, замкнутый) единичный шар пространства C(Q) относительно равно-
мерной нормы. В теореме 2.1 изометричность понимается в следующем
смысле: существует точка θ ∈

›

bC[0,1] ∩ L такая, что функционал Мин-
ковского множества bC[0,1]∩L относительно θ совпадает с функционалом
Минковского шара B пространства X, т. е. с несимметричной нормой
∥ · ∥. Под изоморфностью отображения φ пространства X и линейного
многообразия L мы понимаем линейность биекции φ(x)− θ.

Пусть θ ∈ b̊C[0,1] и пусть L – аффинное линейное многообразие в C[0, 1],
θ ∈ L. Выпуклое множество bC[0,1] ∩ L порождает функционал Минков-
ского ψ в L относительно точки θ. Поскольку θ ∈ b̊C[0,1], то любое несим-
метрично нормированное пространство (X, ∥ · ∥), несимметричная норма
∥ · ∥ которого совпадает с ψ, обязано быть топологически эквивалентным
некоторому линейному нормированному пространству. Это показывает
существенность метризуемости X в теореме 2.1. Далее, отметим, что по
предложению 2.1, если X – несимметрично нормированное пространство
и (X, ∥ · ∥) метризуемо, то несимметричная норма ∥ · ∥ и норма ∥ · ∥sym эк-
вивалентны, поэтому неважно, относительно какой из несимметричных
норм ∥ · ∥, ∥ · ∥sym требовать сепарабельность X.

Обобщением теорем Банаха–Мазура для метрических пространств на
случай сепарабельных и несепарабельных пространств с несимметрич-
ной метрикой являются следующие утверждения. Сформулируем от-
дельно сепарабельный и несепарабельный случаи.

Теорема 2.2. Пространство X с несимметричной метрикой ϱ изо-
метрично вкладывается в несимметрично преднормированное про-
странство C([0, 1], 1, 0) в том и только в том случае, когда X сепара-
бельно относительно метрики d(x, y) = max{ϱ(x, y), ϱ(y, x)}.

Теорема 2.3. Пусть a – бесконечное кардинальное число. Простран-
ство X с несимметричной метрикой ϱ можно изометрично вложить
в несимметрично преднормированное пространство C([0, 1]a, 1, 0) в
том и только в том случае, когда X имеет плотность 6 a отно-
сительно метрики d(x, y) = max{ϱ(x, y), ϱ(y, x)}.
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Отметим, что плотность пространства C([0, 1]a, 1, 0) относительно то-
пологии, порожденной несимметричной преднормой p(·) также равна a.

В главе III рассматриваются вопросы связности и солнечности чебы-
шёвских множеств и солнц. Прежде, чем сформулировать полученные
результаты напомним, что известно об их связности в общих линейных
нормированных пространствах.

Хорошо известно, что в гладких пространствах (и только в них) вся-
кое солнце выпукло (см., например, [256; § 5.3], [66]). Поэтому вопрос
о связности солнц является содержательным только в негладких про-
странствах.

Начнем с исторических замечаний. В конечномерном случае первый
нетривиальный результат о связности солнц был получен В.А. Коще-
евым [75; теорема 6]: в конечномерном линейном нормированном про-
странстве всякое солнце связно. Наилучший общий результат о связ-
ности солнц в произвольном конечномерном пространстве принадлежит
Брауну [157; Theorem 3]. Именно, если M – солнце в конечномерном
линейном нормированном пространстве X , то оно линейно связно и
локально линейно связно. Более того, существуют положительные
константы L и α, зависящие только от X такие, что для любых раз-
личных точек x, y ∈ M найдется путь s : [0, 1] → M , соединяющий x
и y , такой, что

∥s(ξ)− s(η)∥ 6 L∥x− y∥ · |ξ − η|α

для всех ξ, η ∈ [0, 1].
В бесконечномерном случае оказалось, что проблема связности чебы-

шёвских множеств отлична от проблемы связности солнц. В известных
примерах несвязных чебышёвских множеств (Данхем [180], Кли [217])
построенные множества не являются солнцами. Единственный пример
несвязного солнца (в бесконечномерном подпространстве) построен Ко-
щеевым [77], [224]. Отметим, что построенное Кощеевым несвязное солн-
це не является чебышёвским множеством. Кощеев также установил, что
компактное солнце в линейном нормированном пространстве связно [76;
теорема 6], ограниченно компактное строгое солнце в произвольном ли-
нейном нормированном пространстве B-связно [75; предложение 12] и
что произвольное солнце в равномерно неквадратном банаховом про-
странстве связно [18, следствие 1]. О структуре солнц и чебышёвских
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множеств в пространствах непрерывных функций с равномерной нор-
мой см. также X. Беренс и Л. Хетцельт [137], А. Р. Алимов [11], [7], [123],
[5], Д. Браесс [144], Ч. Данхем [180].

В конкретных пространствах важное продвижение в вопросе о струк-
туре солнц и, в частности, в задаче об их связности, было получено Бе-
ренсом и Хетцельтом [137] в конечномерном пространстве ℓ∞(n) (теоре-
ма 3.A). Напомним, что подмножество M ⊂ Rn называется ℓ1-выпуклым
(метрически выпуклым относительно ℓ1-нормы) [137], если для всех
x, y ∈M , x ̸= y, найдется точка z ∈M , z ̸= x, y, такая, что

∥x− y∥1 = ∥x− z∥1 + ∥z − y∥1; (3.3)

здесь ∥ · ∥ – обычная ℓ1-норма на Rn.
Теорема 3.A (Беренс, Хетцельт). Множество ∅ ̸= M ⊂ Rn являет-

ся солнцем в ℓ∞(n) если и только если оно замкнуто и ℓ1-выпукло.

Теорему 3.A можно естественно обобщить следующим образом: непу-
стое множество M ⊂ Rn является солнцем в ℓ∞(n) если и только если
оно замкнуто и монотонно линейно связно. Это привело к важному
понятию монотонно линейно связного множества, введенному автором
в [12].

Именно, пусть k(τ), 0 6 τ 6 1, – непрерывная кривая в линейном нор-
мированном пространстве X. Кривая k(·) называется монотонной [152],
если f(k(τ)) является монотонной функцией по τ для любого f ∈ extS∗

(здесь и далее extS∗ – множество экстремальных точек сопряженной
сферы S∗). Мы называем замкнутое подмножество M ⊂ X монотонно
линейно связным, если любые две точки из M можно соединить непре-
рывной монотонной кривой (дугой) k(·) ⊂M .

С учетом теоремы 3.A из теоремы 3.2 вытекает, что в простран-
стве ℓ∞(n) пересечение солнца с произвольным замкнутым шаром (экс-
тремально) монотонно линейно связно (и даже более того, (экстремаль-
но) ациклично, (экстремально) клеточноподобно и даже (экстремально)
стягиваемо).

Отметим, что ниже будет показано, что экстремальная монотонная
линейная связность всегда совпадает с монотонной линейной связностью.

В дальнейшем идеи и результаты Беренса и Хетцельта [136], [137] по-
лучили развитие в работах А. Л. Брауна [156], [158], [159] в конечномер-
ном случае, а также в работах К. Франчетти, C. Роверси [188] и автора
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[5], [11], [12], [14], [16], [124] в пространствах произвольной размерности.
В частности, отметим, что произвольное солнце в c0 монотонно линейно
связно (теорема 3.4) и следовательно, (экстремально) монотонно линей-
но связно (в частности, B-монотонно линейно связно), а ограниченно
компактное строгое солнце (в частности, ограниченно компактное чебы-
шёвское множество) в пространстве C(Q) монотонно линейно связно [12].

Основные результаты главы III

Для формулировки основных результатов нам понадобится ввести
несколько определений.

Следуя Брауну [156] для ограниченного множества ∅ ̸= M ⊂ X опре-
делим оболочку Банаха–Мазура m(M) множества M , т. е. пересечение
всех замкнутых шаров, содержащих M .

Подмножество M ⊂ X называется m-связным (связным по Менгеру)
[156], если

m({x, y}) ∩M ̸= {x, y}
для любых различных точек x, y ∈M . Для краткости далее обозначаем

m({x, y}) = m(x, y).

Важным свойством оболочки Банаха–Мазура m(·, ·) (по крайней мере,
в сепарабельных пространствах X) является то, что z ∈ m(x, y) если и
только если z лежит метрически между x и y относительно так называе-
мой ассоциированной (по Брауну) нормы | · | (т.е. |x−y| = |x−z|+ |z−y|;
см. лемму 3.1 ниже). К примеру, для замкнутого подмножества про-
странства Rn его (метрическая) ℓ1-выпуклость равносильна монотонной
линейной связности (см. замечание 3.1).

Нам также понадобится следующий класс пространств, введенный
K. Франчетти и C. Роверси [188]:

(Ex-w∗s) extS∗ w∗-сепарабельно.

При этом в определении класса (Ex-w∗s) мы всегда предполагаем, что

F = (fi)i∈I ⊂ extS∗ w∗-плотно в extS∗, card I 6 ℵ0, F = −F.

Сокращение (Ex-w∗s) происходит от немецкого “Die Extrempunktmenge
der konjugierten Einheitskugel ist w∗-separabel”. Согласно одному извест-
ному результату Линденштраусса и Фелпса множество экстремальных
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точек единичного шара рефлексивного бесконечномерного пространства
несчетно; тем не менее мы увидим ниже (см. стр. 86), что класс (Ex-w∗s)
содержит все сепарабельные линейные нормированные пространства
(см. § 3.1.2).

Пусть пространство X лежит в классе (Ex-w∗s) (в частности X – сепа-
рабельное банахово пространство), F = (fi)i∈I – семейство функциона-
лов из (Ex-w∗s), (αi) ⊂ R, αi > 0, i ∈ I (см. § 3.1.2) и пусть

∑
αi < ∞.

Для x ∈ X положим
|x| =

∑
i∈I

αi|fi(x)|. (3.4)

Тогда | · | – норма на X, которую, следуя Брауну [156] мы называем
ассоциированной. Ясно, что |x| 6 ∥x∥

∑
αi.

Важность ассоциированной нормы показывает следующий результат
(Алимов [18]), который является обобщает следствие 3.2 из работы [156],
доказанного Брауном в случае dimX <∞.

Лемма 3.1. Пусть X – банахово пространство из класса (MeI) ∩
(Ex-w∗s) (в частности, X – сепарабельное банахово пространство) и
пусть x, y ∈ X . Следующие условия эквивалентны:

a) z ∈ m(x, y);
b) |fi(x)− fi(y)| = |fi(x)− fi(z)| + |fi(z)− fi(y)| для всех i ∈ I , где
F = (fi)i∈I – семейство из определения класса (Ex-w∗s);

c) |x − y| = |x − z| + |z − y| (т.е. z находится метрически между
x и y относительно нормы | · |).

В § 3.1.6 мы распространяем известную теорему Рейнуотера–Симонса
о слабой сходимости последовательностей на случай сходимости отно-
сительно ассоциированной нормы | · | на пространствах класса (Ex-w∗s)
и в частности, на сепарабельных пространствах (теорема 3.1). Такое
обобщение позволит нам при исследовании монотонной связности солнц
и чебышёвских множеств применить аппарат метрической выпуклости
для ассоциированной по Брауну нормы | · |).

Напомним, что классическая теорема Рейнуотера–Симонса (см., на-
пример, [182; Theorem 3.134]) утверждает, что ограниченная последова-
тельность (xn) ⊂ X слабо сходится к некоторому x ∈ X, если и только
если f(xn) → f(x) для любого f из произвольной фиксированной гра-
ницы Джеймса пространства X (в частности, для всех f ∈ extS∗).
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Теорема 3.1. Пусть X ∈ (Ex-w∗s) – банахово пространство (в част-
ности, X – сепарабельное банахово пространство), F := (fi)i∈I ⊂
extS∗ – набор функционалов из определения класса (Ex-w∗s). Пусть
(xn) – | · |-ограниченная последовательность в X . Рассмотрим следую-
щие условия:

a) xn
| · |−→ x;

b) fi(xn)→ fi(x) для любого i ∈ I;
c) xn

w−→ x.

Тогда условия a) и b) эквивалентны, любое из них обеспечивается
выполнением условия c). Если X∗ сепарабельно, то все три условия
эквивалентны.

Данный результат нам потребуется при доказательстве того, что в се-
парабельном банаховом пространстве непустое ограниченно слабо ком-
пактно m-связное множествоM монотонно линейно связно (теорема 3.3).

В § 3.1.7 изучаются введенные Брауном (BM )-пространства. Ко-
нечномерные пространства X класса (BM ) (в частности, пространство
ℓ∞(n)) являются “хорошими” с той точки зрения, что в них всякое солнце
m-связно и, следовательно, монотонно линейно связно. Более того, мы
показываем, что на солнце в таких пространствах существует непрерыв-
ная ε-выборка при любом ε > 0. С другой стороны, отметим, что даже
в конечномерном случае чебышёвское солнце в общем случае не обязано
быть монотонно линейно связным (см. замечание 3.4).

Напомним [156], что линейное нормированное пространство X называ-
ется (BM )-пространством, если

B(0, ∥x∥)∩
(
m(x, y)\{x}

)
̸= ∅, если x ̸= 0 и [x, x−y]∩

›

B(0, ∥x∥) = ∅.

Браун [159], [156] установил, что полиэдральные (BM )-пространства
конечной размерности в точности являются ℓ∞-прямыми суммами X =
X1 ⊕∞ · · · ⊕∞ Xr конечного набора симметричных полиэдральных про-
странств X1, . . . , Xr размерности 1 или 2. В § 3.1.7 мы показываем,
что это условие эквивалентно тому, что X обладает свойством пересе-
чения (4.3.I.P) (т.е. любые четыре замкнутых шара пространства име-
ют непустое пересечение при условии, что каждые три из них облада-
ют непустым пересечением) и эквивалентно тому, что X является про-
странством Мазура. (Напомним, что замкнутое ограниченное выпуклое
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множество M называется множеством Мазура (см. [201], [238]), если
выполняется следующее свойство отделимости: для любой гиперплос-
кости H, находящейся на положительном расстоянии от M , найдется
шар D такой, что M ⊂ D and H ∩ D = ∅. Линейное нормированное
пространство, в котором класс множеств Мазура совпадает с классом пе-
ресечений замкнутых шаров, называется пространством Мазура. Такой
класс пространств введен А. С. Гранеро и др. [201], [238].)

В § 3.2 исследуется монотонная линейная связность и солнечность связ-
ных по Менгеру множеств в банаховых пространствах. Устанавливается,
что в широком классе банаховых пространств (в частности, в сепарабель-
ных) ограниченно компактное m-связное множество монотонно линейно
связно и является солнцем. Компактность здесь существенна – замкну-
тое m-связное множество в общем случае не обязано быть даже связ-
ным. Далее, показывается, что пересечение ограниченно компактного
монотонно линейно связного (m-связного) множества с замкнутым ша-
ром клеточноподобно (имеет шейп точки) и, в частности, ациклично (в
конечномерном случае – стягиваемо) и является солнцем (теорема 3.2).
Мы утверждаем, что ограниченно слабо компактное m-связное множе-
ство монотонно линейно связно (теорема 3.3). Полученные результаты
применяются для исследования классического вопроса, восходящего к
С.В. Конягину, о существовании непрерывных ε-выборок для всех ε > 0
на множество дробно-рациональные функций Rn,m в C[0, 1] или их обоб-
щений в C(Q).

Имеет место следующий результат, дающий ответ на ключевой вопрос
о соотношении понятий m-связности и монотонной линейной связности.

Теорема 3.2. Пусть X – сепарабельное банахово пространство и
пусть множество M ⊂ X – замкнуто и m-связно. Предположим,
что выполнено хотя бы одно из условий:

a) M ограниченно компактно (в норме ∥ · ∥ пространства X);
b) M | · |-замкнуто и m(x, y) | · |-компактно для любых x, y ∈ X;
c) m(x, y) ∥ · ∥-компактно для любых x, y ∈ X.

Тогда M монотонно линейно связно.
Если вдобавок M ограниченно компактно, то M экстремально огра-

ниченно клеточноподобно и, в частности,B-клеточноподобно,B-ацик-
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лично (относительно любой непрерывной теории (ко)гомологий) и яв-
ляется солнцем.

Если X конечномерно, то, вдобавок, M экстремально стягиваемо
(в частности, P - и B-стягиваемо) и на множество M существует
непрерывная ε-выборка для всех ε > 0.

(Экстремальная ограниченная клеточноподобность означает, что если
пересечение множества M с брусом ограничено, то оно клеточноподоб-
но.)

Для слабо компактных множеств мы имеем следующий результат.

Теорема 3.3. Пусть X – сепарабельное банахово пространство и
пусть ∅ ̸= M ⊂ X ограниченно слабо компактно. Предположим, что
M m-связно. Тогда M монотонно линейно связно.

В § 3.3 изучается монотонная линейная связность солнц в простран-
ствах типа C(Q). Впервые предъявляется пример негладкого бесконеч-
номерного пространства, не являющегося неквадратным, (пространство
X = c0), в котором всякое солнце связно и, более того, монотонно линей-
но связно (теорема 3.4). Напомним, что наилучшие общие результаты о
связности солнц таковы (Кощеев [75]): в банаховом пространстве любое
компактное солнце связно; в неквадратном пространстве всякое α-солнце
связно. Рассматривая обратный вопрос, мы докажем, что монотонно ли-
нейно связное аппроксимативно компактное подмножество пространства
c0 является солнцем.

В § 3.3.1 рассматривается случай общих пространств X = C(Q), Q –
метризуемый компакт.

Мы показываем, что в C(Q) ограниченно компактное строгое солн-
це (в частности, чебышёвское солнце) монотонно линейно связно (тео-
рема 3.5). В теореме 3.6 показывается, что образ компактного строго-
го солнца M в C(Q) при фактор-отображении по координатному под-
пространству L конечной коразмерности является компактным строгим
солнцем в факторпространстве C(Q)/L.

В следующей теореме [11] впервые предъявляется пример негладко-
го классического бесконечномерного банахова пространства, не являю-
щегося неквадратным, в котором всякое солнце связно (и, более того,
монотонно линейно связно).
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Теорема 3.4. 1) Произвольное солнце в c0 монотонно линейно связ-
но.

2) m-связное (и, тем более, монотонно линейно связное) аппроксима-
тивно компактное непустое подмножество пространства c0 является
солнцем.

3) Пространство c0 содержит замкнутое монотонно связное мно-
жество, не являющееся δ-солнцем.

Для случая X = C(Q), Q – метрический компакт, известные результа-
ты о связности строгих солнц и чебышёвских множеств можно обобщить
следующим образом (Алимов [12; теорема 3]). Мы частично усиливаем
результат Кощеева [75] о B-связности ограниченно компактных строгих
солнц в банаховых пространствах и – в пространстве C(Q), Q – метри-
зуемый компакт, – устанавливаем их монотонную линейную связность
(теорема 3.5).

Теорема 3.5. Ограниченно компактное строгое солнце в простран-
стве C(Q) монотонно линейно связно и B-клеточноподобно.

Второе утверждение в теореме 3.5 частично обращает хорошо из-
вестную теорему Власова, согласно которой ограниченно компактное
P -ацикличное подмножество банахова пространства является солнцем.

Напомним определение координатного (экстремального) аффинного
подпространства в C(Q).

Пусть I ⊂ N, (ai)i∈I ⊂ R, (qi)i∈I ⊂ Q. Положим L = {x ∈ C(Q) |
x(qi) = ai, i ∈ I}. Если card I = k < ∞ фиксировано, то все такие L
образуют класс cAffk(C(Q)) координатных аффинных подпространств
конечной коразмерности k. Иными словами, каждое L ∈ cAffk(C(Q))
имеет вид L = {x | x(θ1) = a1, . . . , x(θk) = ak} для некоторого выбора
различных точек θ1, . . . , θk ∈ Q.

Каждое координатное аффинное подпространство является экстре-
мальным подпространством и, как следствие, брусом.

Для подпространства L ⊂ C(Q) посредством π(·) обозначим
фактор-отображение π : C(Q) → C(Q)/L. Пусть L ∈ cAffk(C(Q)) –
координатное подпространство конечной коразмерности k. Несложно
видеть, что C(Q)/L естественным образом отождествляется с ℓ∞(k),

∥π(x/L)∥C(Q)/L = ∥sk(x)∥ℓ∞(k),
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при этом мы отождествляем π(·) = sk(·), где sk(x) = (x(θ1), . . . , x(θk)).

Теорема 3.6. Пусть M – компактное строгое солнце в C(Q) и
пусть L ⊂ cAffk(C(Q)) – координатное подпространство конечной ко-
размерности k . Тогда π(M) – компактное строгое солнце в фактор-
пространстве C(Q)/L.

В § 3.4 изучается вопрос о солнечности монотонно линейно связных
множеств и чебышёвских множеств в абстрактных линейных нормиро-
ванных пространствах.

Классический вопрос о солнечности чебышёвских множеств изу-
чался Н. В. Ефимовым, С. Б. Стечкиным, В. Кли, Л.П. Власовым,
И. Г.Царьковым, С.В. Конягиным и др. Также отметим работы Вла-
сова [50], Балаганского и Власова [29], Карлова и Царькова [66], Брауна
[156], Брозовского, Дойча, Ламберта и Морриса [152]. В конечномер-
ном пространстве чебышёвское множество является солнцем. Ч. Данхем
[180] (см. тж. [152]) построил пример локально компактного чебышёвско-
го множества в C[0, 1], не являющегося солнцем. В общем случае для
доказательства солнечности множества на него накладываются, как пра-
вило, ограничения типа компактности или непрерывности метрической
проекции PM (см., например, Власов [50; гл. 3], Балаганский и Власов
[29; гл. I, § 2]). Классическим является результат Л. П. Власова, кото-
рый утверждает, что ограниченно компактное P -ацикличное множество
(в частности, чебышёвское множество) в банаховом пространстве являет-
ся солнцем [50; теорема 4.4]. Власов также показал, что в банаховом про-
странстве локально компактное чебышёвское множество с непрерывной
метрической проекцией является солнцем (см., например, [66]). Отметим
также, что в C(Q) или C0(Q) чебышёвское множество с непрерывной
метрической проекцией является солнцем (Браесс [144] и Алимов [123]).

Имеет место следующий результат (Алимов [15], [16]), который явля-
ется достаточно неожиданным: солнечность произвольного чебышёвско-
го множества в линейном нормированном пространстве устанавливается
при наложении структурных ограничений типа связности.

Теорема 3.7. Пусть M – монотонно линейно связное подмноже-
ство линейного нормированного пространства. Предположим, что
PMx = {y} для некоторого x /∈ M . Тогда x – точка солнечности (y –
точка светимости).
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Как следствие, монотонно линейно связное чебышёвское множество
в линейном нормированном пространстве является солнцем.

Теорему 3.7 можно рассматривать как первый результат, в котором
солнечность чебышёвского множества устанавливается при наложении
на него структурных ограничений типа связности.

В § 3.5 рассматриваются R-слабо выпуклые множества и исследуется
их связь с m-связными и монотонно линейно связными множествами.

Напомним необходимые определения.
Пусть R > 0 и x, y ∈ X, ∥x− y∥ < 2R. Множество

DR(x, y) =
∩

x,y∈B(z,R)

B(z, R) (3.5)

называется R-сильно выпуклым отрезком (Е.С. Половинкин, Г. Е. Ива-
нов, М.В. Балашов [61], [31]). ПодмножествоM ⊂ X называется R-слабо
выпуклым (Ж. Виаль, Г. Е. Иванов, М. В. Балашов)1 [262], [31], если

(DR(x, y) \ {x, y}) ∩M ̸= ∅ ∀ x, y ∈M, 0 < ∥x− y∥ < 2R. (3.6)

Интерес к R-слабо выпуклым множествам обусловлен их приложени-
ями к теории экстремальных задач, задачам оптимального управления,
теории дифференциальных игр, теории приближений и теории много-
значных отображений (см., например, монографию Г.Е. Иванова [61], а
также работы Г.Е. Иванова и М. В. Балашова [31], [62], Г. Е. Иванова и
М.С. Лопушански [64], [65], А. Р. Алимова [125], [124] и цитированную
там литературу).

Мы рассматриваем вопрос об m-связности (связности по Менгеру) и
монотонной линейной связности R-слабо выпуклых множеств в про-
странстве C(Q) и в общих банаховых пространствах. При этом есте-
ственно возникает класс пространств (BEL) с линейной вкладываемо-
стью шаров (такие пространства определяются в § 3.5.2 на стр. 128),
а также пространства с длиннореберными (реберно-антиподальными)
шарами (см. § 3.5.2 стр. 130). Сразу отметим, что C(Q) и ℓ1(n) ∈
(BEL)). Устанавливается, что R-слабо выпуклое множество M в про-
странстве X ∈ (BEL) m-связно (связно по Менгеру) при естественном
ограничении на разброс точек M (теоремы 3.9 и 3.12). Показано, что

1В терминологии Балашова–Иванова [61], [31] – слабо выпуклым по Виалю с кон-
стантой R > 0.
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замкнутое подмножество M конечномерного пространства X ∈ (BEL)
является R-слабо выпуклым множеством при некотором R > 0 если и
только если M есть дизъюнктное объединение монотонно линейно связ-
ных солнц, причем хаусдорфово расстояние между любыми компонента-
ми связности множества M не менее 2R (теорема 3.10). В теореме 3.11
дается характеризация R-слабо выпуклых множеств в конечномерных
пространствах X ∈ (BEL) в терминах их солнечности. Попутно дается
характеризация трехмерных пространств с длиннореберным единичным
шаром (теорема 3.8) и устанавливается ряд их свойств.

Отметим следующий результат (теорема 3.9), в котором для случая
пространств C(Q) мы частично усиливаем ряд результатов, принадле-
жащих Г.Е. Иванову и М.В. Балашову о связности R-слабо выпуклых
множеств. Результаты для пространств (BEL) с линейной вкладывае-
мостью шаров сформулированы в теоремах 3.10 и 3.12 в § 3.5.

Теорема 3.9. Пусть ∅ ̸= M ⊂ C(Q) – R-слабо выпуклое множе-
ство при некотором R > 0. Тогда:

a) M ∩
›

B(x, r) m-связно при любых r ∈ (0, R] и x ∈ C(Q);
b) M ∩B(x, r′) m-связно при любых r′ ∈ (0, R) и x ∈ C(Q).

Дополнительно предположим, что M ограниченно компактно. То-
гда:

1. Любая компонента связности множества M монотонно линейно
связна; хаусдорфово расстояние между любыми компонентами связно-
сти не менее 2R;

2. Каждое из следующих множеств монотонно линейно связно:

c) M ∩
›

B(x, r) при любых r ∈ (0, R] и x ∈ C(Q);
d) M ∩B(x, r′) при любых r′ ∈ (0, R) и x ∈ C(Q);
e) M ∩ A, где A ⊂ C(Q), diamA < 2R, таково, что A = m(A)

(в частности, множество M ∩ m(x, y) монотонно линейно связно
при любых x, y , ∥x− y∥ < 2R).

Более того, если множество M ∩B(x, r′) или M ∩A из пп. d) или e)
компактно, то оно экстремально клеточноподобно (и, в частности,
B-клеточноподобно).
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Глава IV

В главе IV рассматриваются локальные свойства солнц и чебышевских
множеств в банаховых пространствах с упором на вопрос сохранения
солнечности, связности и других аппроксимативных свойств при пересе-
чении таких множеств с подмножествами пространства. В данной зада-
че естественно возникает класс экстремальных подмножеств простран-
ства – брусов, – включающий в себя замкнутые шары и экстремаль-
ные (координатные) гиперплоскости. Классические задачи о структуре
множеств при пересечении с шарами (к примеру, задача о B-связности
солнц) составляют частный случай задач об экстремальной структуре
множеств.

Классическая задача о связности пересечений солнц с замкнутыми
шарами в банаховых пространствах заключается в следующем: вер-
но или нет, что в линейном нормированном пространстве пересечение
солнца с произвольным замкнутым шаром связно? Данный вопрос
частично восходит к известному результату Л. П. Власова [50; теоре-
ма 4.4], который утверждает, что в банаховом пространстве X непу-
стое P -ацикличное ограниченно компактное множество является солн-
цем. Стоит также упомянуть также результат Д. Вулберта [264], [265],
который установил, что в произвольном банаховом пространстве чебы-
шёвское множество с непрерывной метрической проекцией

›

B-связно.
B. Поллул [245; p. 56, Theorem 2] усилил этот результат, показав,
что в линейном нормированном пространстве множество существования
с непрерывной метрической проекцией B-связно. И. Г. Царьков [103] по-
казал, что в пространстве Ефимова–Стечкина замкнутое P0-связное мно-
жество (в частности, всякое чебышёвское множество)

›

B-связно. Из по-
следних работ отметим следующий результат П.А. Бородина [42]: в пол-
ном равномерно выпуклом несимметрично нормированном пространстве
P -связное множество B-связно.

В общем случае чебышёвское множество в бесконечномерном про-
странстве не обязано быть связным. Ч. Данхем [180] построил пример
несвязного чебышёвского множества в C[0, 1] (множество в примере
Данхема локально компактно, но не аппроксимативно компактно и не
является солнцем). B. Кли [217], [218] построил пример дискретного
чебышёвского множества в пространстве l1(n), где n – бесконечный ре-
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гулярный кардинал такой, что nℵ0 = n (множество в примере Кли также
не является солнцем – солнце не может иметь изолированных точек).

Касаясь общих теорем о соотношении классов связных множеств, от-
метим что из B-связности множества вытекает его

›

B-связность, а так-
же, что в линейном нормированном пространстве аппроксимативно ком-
пактное

›

B-связное множество B-связно (В. А. Кощеев, [75; теорема 8]).
Царьков [103] показал, что если X банахово, то в X класс замкнутых
›

B-связных множеств совпадает с классом замкнутых
›

B-линейно связных
множеств. Таким образом, в банаховом пространстве каждое замкнутое
›

B-связное множество линейно связно. Для незамкнутых множеств это
неверно даже в X = R2 (соответствующий пример построен Е. В. Щепи-
ным, см. [103; с. 178]).

Ответ на вопрос о B-связности солнц тривиален в случае гладкого про-
странства – в таких пространствах все солнца и строгие солнца выпуклы.

Из известных результатов о B-связности солнц в произвольных про-
странствах отметим следующие. В линейном нормированном про-
странстве чебышёвское солнце B-связно (Б. Брозовский–Ф. Дойч [153;
Corollary 5.3]). Ограниченно компактное строгое солнце в нормирован-
ном пространстве B-связно (Кощеев, [75; предложение 12]). Полный
ответ в задаче о B-связности солнц имеется в двумерном случае (см.
теоремы 4.C, 4.D, а также теоремы 4.23–4.26, где дается геометрическая
характеризация солнц, строгих солнц и чебышёвских множеств в дву-
мерном случае; см. также [136]). Однако даже в конечномерном случае
вопрос о B-связности солнц не решен в общем случае при размерности
пространства > 3. Тем не менее для пространств типа C(Q) в данном во-
прос оказывается возможным получить существенное продвижение как
в конечномерном, так и в бесконечномерном случае – см. теоремы 4.19,
4.20, 4.15, 3.4 и лемму 3.4.

В § 4.1 дается геометрическая характеризация строгих солнц в про-
странстве ℓ∞(n) (теорема 4.1).

В § 4.2 решается давно стоящая задача о характеризации в геометриче-
ских терминах чебышёвских множеств в пространствах типа C(Q). Для
пространства ℓ∞(n) такая задача была поставлена в 1980-х годах незави-
симо В. М. Тихомировым и Х. Беренсом. Характеризация чебышёвских
множеств в ℓ∞(n) дается в теореме 4.2. На случай пространства c0 ре-
зультат теоремы 4.2 обобщается в теореме 4.3, где дается характеризация
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аппроксимативно компактных чебышёвских подмножеств M простран-
ства c0. Оказывается, что в ℓ∞(n) чебышёвское множество является
экстремально чебышёвским (теорема 4.4), что означает, что если M –
чебышёвское множество в ℓ∞(n), а Π – замкнутый промежуток (брус)
в ℓ∞(n), M ∩ Π ̸= ∅, M ∩ ri Π = ∅, то пересечение M ∩ Π одноточечно.
Классическое определение чебышёвости получается в случае, если брус
Π – замкнутый шар.

Далее, в теореме 4.5 дается ответ на вопрос о сохранении аппрокси-
мативных свойств солнц, строгих солнц и чебышёвских множеств при
их пересечении с координатными подпространствами в ℓ∞(n). Более
общий случай пересечений с брусами рассматривается в теореме 4.19.
Аналогичный вопрос в бесконечномерном случае рассматривается в тео-
ремах 4.6, 4.7, 4.8, 4.9.

В § 4.3 изучается вопрос о локальных аппроксимативно-геометричес-
ких свойствах множеств в произвольных банаховых пространствах. Ис-
следуется солнечность пересечений солнц, строгих солнц и α-солнц с бру-
сами и замкнутыми промежутками Π в линейных нормированных про-
странствах. В задаче о солнечности пересечений солнц с такими подмно-
жествами указанная экстремальная структура множеств Π важна и есте-
ственна. К примеру, если подпространство H ⊂ ℓ∞(n) не экстремально
(т.е. порождено не экстремальным функционалом), то оказывается, что
всегда можно построить солнце M в ℓ∞(n), для которого пересечение
M ∩H не стягиваемо (и, следовательно, не является солнцем). Мы по-
казываем, что в широком классе линейных нормированных пространств
солнечность (глобальная) влечет локальную солнечность при пересече-
нии с брусами. К примеру, в теоремах 4.11–4.13 даются условия, обес-
печивающие солнечность пересечений солнц с брусами. Естественность
бруса в данной задаче показана в теореме 4.14, где дается характериза-
ция брусов в терминах солнечности их пересечений с солнцами.

В теореме 4.10 показывается, что солнца в конечномерных (BM)-про-
странствах (в частности, в полиэдральных пространствах вида X =
X1 ⊕∞ . . . ⊕∞ Xk, dimXi 6 2), удовлетворяют очень сильным услови-
ям связности, являясь монотонно линейными множествами. Как след-
ствие, солнца в таких пространствах экстремально стягиваемы, а значит
B-стягиваемы, являются B-ретрактами, B-солнечны (последнее означа-
ет, что пересечение M c любым замкнутым шаром является солнцем)
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и обладают свойством существования непрерывной мультипликативной
(аддитивной) ε-выборки при любом ε > 0 (теорема 4.10).

В § 4.4 вопрос о локальных аппроксимативных свойствах множеств рас-
сматривается для случая пространства C(Q). В теореме 4.15 установ-
лено, что пересечение произвольного строгого протосолнца M в C(Q)
с телесным брусом Π ⊂ C(Q) является строгим протосолнцем при есте-
ственном предположении, что M ∩ int Π ̸= ∅. При этом, если строгое
солнце M ⊂ C(Q) ограниченно компактно, а Π – произвольный брус
в C(Q), M ∩ Π ̸= ∅, то M ∩ Π – солнце (не обязательно являющееся
строгим солнцем). В теореме 4.16 утверждается, что телесные брусы Π
в C(Q) характеризуются свойством, что пересечение Π с произвольным
строгим протосолнцем M в C(Q), M ∩ int Π ̸= ∅, является строгим про-
тосолнцем. В теореме 4.17 дается характеризация строгих солнц в C(Q)
в терминах аппроксимативных свойств их пересечений с брусами. Во-
прос о солнечности пересечений солнц с брусами в общих банаховых
пространствах рассматривается в теоремах 4.11–4.13. В теореме 4.19
дана характеризация замкнутых множеств Π ⊂ Rn, пересечение с ко-
торыми чебышёвского множества (солнца, строгого солнца) M в ℓ∞(n)
сохраняет (в естественной постановке) аппроксимативные свойства мно-
жества M . Оказывается, что такие множества Π в точности являются
брусами в ℓ∞(n). В теоремах 4.20–4.22 получены новые локальные ха-
рактеризации чебышёвских множеств, солнц и строгих солнц в ℓ∞(n) в
терминах аппроксимативных свойств их пересечений с брусами в Rn.

В § 4.5 изучаются аппроксимативные свойства пересечений солнц и че-
бышёвских множеств в двумерном банаховом пространстве X2 с под-
множествами из R2. Охарактеризованы подмножества R2, которые при
пересечении с солнцами из X2 являются солнцами. Аналогичный вопрос
полностью исследован для чебышёвских множеств в X2.

Основные результаты главы IV

Нам потребуются несколько определений.
Пусть X = ℓ∞(n) или c0. Пусть также k ∈ Z+, k 6 dimX.
Обозначим:
cAffk(c0) – класс всех аффинных (экстремальных) координатных под-

пространств коразмерности k в пространстве c0, т.е. подпространств вида
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{x ∈ c0 | xi1 = c1, . . . , xik = ck} для некоторого фиксированного набора
индексов i1, . . . , ik и набора констант c1, . . . , ck;

cAffk(X) – класс всех аффинных координатных подпространств из X
конечной размерности k.

Далее, пусть M ⊂ X, 2 6 k 6 n, P ∈ cAffk(X), Q ∈ cAffk−1(P ).
Мы будем говорить, что Q – локально опорная гиперплоскость к мно-

жеству M в подпространстве P (и записывать это как Q ∈ locTanP (M)),
если найдутся точка x ∈ P ∩M и ее окрестность O(x) в P такие, что Q
является опорной гиперплоскостью к M ∩ O(x) в P . Утверждение, что
Q – опорная гиперплоскость к множествуM∩P в подпространстве P бу-
дет пониматься обычным образом и записывается в виде Q ∈ TanP (M).

В теореме 4.2 дается ответ на давно стоящую задачу о характеризации
в геометрических терминах чебышёвских множеств в пространствах ти-
па ℓ∞(n). Этот вопрос был независимо поставлен В.М. Тихомировым и
Х. Беренсом в 1980-х годах.

Теорема 4.2 (характеризация чебышёвских множеств в ℓ∞(n)). Мно-
жество M ̸= ∅ является чебышёвским в ℓ∞(n) тогда и только тогда,
когда одновременно выполнены следующие условия:

a) множество M замкнуто;
b) множество M ∩ P связно для любых k = 1, . . . , n и P ∈
cAffk(Rn);

c) для любых k = 2, . . . , n, P ∈ cAffk(Rn) и Q ∈ cAffk−1(P ) из усло-
вия Q ∈ locTanP (M) вытекает, что Q ∈ TanP (M) и пересечение
Q ∩M одноточечно.

Развитием теоремы 4.2 на случай пространства c0 является следующий
результат.

Теорема 4.3. Аппроксимативно компактное подмножество M про-
странства c0 является чебышёвским в c0 тогда и только тогда, когда
одновременно выполнены следующие условия:

a) множество M ∩H связно при всех k ∈ Z+ и H ∈ cAffk(c0);
b) для любых k ∈ Z+ , H ∈ cAffk(c0) и Q ∈ cAff(k+1)(H) из условия
Q ∈ locTanH(M) вытекает, что Q ∈ TanH(M) и пересечение Q ∩
M одноточечно.

Отметим следующее красивое следствие из теорем 4.2–4.3.
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Теорема 4.4. 1) Чебышёвское множество в ℓ∞(n) является экс-
тремально чебышёвским. Иными словами, если Π – брус в ℓ∞(n),
M ∩ Π ̸= ∅, M ∩ ri Π = ∅, то пересечение M ∩ Π одноточечно.

2) Пусть M – аппроксимативно компактное чебышёвское множе-
ство в c0 . Предположим, что Π – замкнутый промежуток конечного
дефекта в c0 , M ∩ Π ̸= ∅, M ∩ ri Π = ∅. Тогда пересечение M ∩ Π
одноточечно.

Наилучший результат о локальных свойствах солнц в конечномерных
(BM)-пространствах дается в теореме 4.10 (определение и основные свой-
ства класса (BM) даются в § 3.1.7; см. также стр. 29).

Пусть ε > 0, M ⊂ X. Отображение φ : X → M называют муль-
типликативной (аддитивной) ε-выборкой, если для всех x ∈ X имеет
место неравенство

∥x−φ(x)∥ 6 (1+ε)ρ(x,M) (соответственно ∥x−φ(x)∥ 6 ρ(x,M)+ε).

Важность ε-выборки в задачах наилучшего приближения раскрывает-
ся, в частности, в следующем замечании.

Замечание. Хорошо известно, что оператор наилучшего приближе-
ния обладает недостаточной устойчивостью даже в случае чебышёвских
подпространств, не говоря о нелинейных множествах. К примеру, в
классическом случае приближения многочленами в Pn в C[0, 1] оператор
метрической проекции не является равномерно непрерывным на единич-
ном шаре при n > 2. Более того, давно известны примеры чебышёв-
ских подпространств с разрывной метрической проекцией (Е. В.Ошман,
А.Л. Браун, В. И. Андреев); в невырожденных случаях метрическая про-
екция на множество дробно-рациональных функций в C[0, 1] всегда име-
ет точки разрыва. Для исправления этой ситуации был предложен спо-
соб повышения устойчивости приближения за счет сопоставления подхо-
дящим образом приближаемому элементу одного из его почти наилуч-
ших приближений. Так появилось понятие ε-выборки (ε-селекции).

Отметим, что из классической теоремы Майкла о селекции следует,
что для всех ε > 0 существует непрерывная мультипликативная (адди-
тивная) ε-выборка на любое выпуклое подмножество линейного норми-
рованного пространства.
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Вопросами существования непрерывной ε-выборки и устойчивости опе-
ратора почти наилучшего приближения для классических объектов тео-
рии приближений занимались Д. Вулберт, О. А. Лисковец, В. И. Бер-
дышев, С. В. Конягин, А. В. Маринов, И. Г. Царьков, П. В. Альбрехт,
К.С. Рютин и Е. Д. Лившиц и др. Стоит подчеркнуть, что задача устой-
чивости оператора почти наилучшего приближения возникает не только
в самой теории приближений и численных методах, но и в некоррект-
ных задачах, оптимальном управлении, математическом программиро-
вании и устойчивости решений общих экстремальных задач. Обзор со-
временного состояния в этой области дан в недавней работе Д. Реповша
и П.В. Семенова [247].

Теорема 4.10. Пусть Xn ∈ (BM) и пусть M ⊂ Xn – солнце. Тогда:

a) M – (экстремально) монотонно линейно связно;
б) M – экстремально стягиваемо (в частности M – B-стягиваемо);
в) M – экстремальный ретракт (в частности M – B-ретракт);
г) M – экстремально солнечно (последнее означает, что пересечение
M c любым брусом и, в частности, с замкнутым шаром является
солнцем);

д) на M существует непрерывная мультипликативная (аддитив-
ная) ε-выборка при любом ε > 0.

е) для любого бруса Π ⊂ X на множество M ∩ Π существует
непрерывная мультипликативная (аддитивная) ε-выборка при лю-
бом ε > 0.

В связи с теоремой 4.10 стоит отметить, что полиэдральное Xn лежит
в классе (BM) если и только если любое солнце в Xn монотонно линейно
связно.

Естественность пересечений с брусами показана в теореме 4.14. В част-
ности, если Π ̸= ∅ – замкнутое множество вXn, то Π – брус если и только
если Π ∩M является монотонно линейно связным солнцем для любого
монотонно линейно связного солнца M , M ∩ Π ̸= ∅.

В теореме 4.15 установлено, что пересечение произвольного строгого
протосолнца M в C(Q) с телесным брусом Π ⊂ C(Q) является строгим
протосолнцем при естественном предположении, что M∩ int Π ̸= ∅. При
этом, если строгое солнце M ⊂ C(Q) ограниченно компактно, а Π – про-
извольный брус в C(Q), M ∩Π ̸= ∅, то M ∩Π – солнце (не обязательно
являющееся строгим солнцем). Теорема 4.16 утверждает, что телесные
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брусы Π в C(Q) характеризуются свойством, что пересечение Π с произ-
вольным строгим протосолнцемM в C(Q), M∩int Π ̸= ∅, является стро-
гим протосолнцем. В теореме 4.17 дается характеризация строгих солнц
в C(Q) в терминах аппроксимативных свойств их пересечений с брусами.

Теорема 4.15. Имеют место следующие утверждения:

a) Пусть M – строгое протосолнце в C(Q), Π – телесный брус
в C(Q), причем M∩ int Π ̸= ∅. Тогда M∩Π – строгое протосолнце
в C(Q).

б) Пусть M – строгое протосолнце в C(Q), Π – замкнутый брус
в C(Q), причем M ∩ int Π ̸= ∅ и M ∩ Π является множеством
существования. Тогда M ∩ Π – строгое солнце в C(Q).

в) Пусть M – ограниченно компактное строгое солнце в C(Q), Π –
брус в C(Q),M∩Π ̸= ∅. Тогда M∩Π – монотонно линейно связное
солнце в C(Q).

В теореме 4.19, уточняющей теорему 4.2, дана характеризация замкну-
тых множеств Π ⊂ Rn, пересечение с которыми чебышёвского множества
(солнца, строгого солнца) M в ℓ∞(n) сохраняет (в естественной поста-
новке) аппроксимативные свойства множества M . Оказывается, что та-
кие множества Π в точности являются брусами в Rn. (Полный ответ на
аналогичный вопрос для двумерного пространства с произвольной нор-
мой дается в теоремах 4.24–4.26; случай общих банаховых пространств
рассмотрен в теореме 4.14.)

Теорема 4.19. Пусть ∅ ̸= Π ⊂ Rn . Имеют место следующие
утверждения:

а) Π является брусом в ℓ∞(n) если и только если Π ∩M является
солнцем в ℓ∞(n) для всякого солнца M в ℓ∞(n), M ∩ Π ̸= ∅;

б) Π является телесным брусом в ℓ∞(n) если и только если Π ∩M
является строгим солнцем в ℓ∞(n) для любого строгого солнца M
в ℓ∞(n) такого, что M ∩ int Π ̸= ∅;

в1) Пусть Π – брус в ℓ∞(n). Тогда Π ⊂ T(M ∩ Π) для любого чебы-
шёвского множества M в ℓ∞(n), M ∩ Π ̸= ∅;

в2) Пусть множество Π ⊂ Rn связно, замкнуто и пусть включение
Π ⊂ T(M ∩ Π) выполнено для любого чебышёвского множества M
в ℓ∞(n) такого, что M ∩ Π ̸= ∅. Тогда Π – брус.

(Напомним, что T(M) := {x /∈M | | cardPMx| = 1}; см. стр. 7.)
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В теоремах 4.20–4.22 получены характеризации чебышёвских мно-
жеств, солнц и строгих солнц в ℓ∞(n) в терминах аппроксимативных
свойств их пересечений с брусами в Rn. К примеру, множество M ⊂ Rn

является чебышёвским в ℓ∞(n) если и только если для любых точек
x, y ∈ Rn таких, что m(x, y) ∩M ̸= ∅, любая точка из оболочки m(x, y)
имеет единственную ближайшую в [[x, y]] ∩M .
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Глава 1. Выпуклость чебышёвских
множеств. Число компонент связности

дополнения чебышёвских множеств и солнц

В данной главе в § 1.1 рассматривается классическая задача о выпук-
лости чебышёвских множеств в линейных нормированных и несиммет-
рично нормированных пространствах. На несимметричный случай обоб-
щается характеризация В. И. Бердышева–А. Брондстеда–А. Л. Брауна
пространств, в которых всякое чебышёвское множество выпукло (тео-
рема 1.1) при условии, что размерность пространства n 6 4 или если
для пространства выполнено условие Брауна [[Fn]] о граневых системах
выпуклых множеств (см. стр. 17).

В § 1.2 рассматривается задача о структуре дополнения к чебышёвским
множествам, солнцам и строгим солнцам (в симметричном и несиммет-
ричном случаях) и раскрывается ее связь с классической задачей о ха-
рактеризации пространств, в которых всякое чебышёвское множество
выпукло. Дается характеризация конечномерных несимметрично нор-
мированных пространств, содержащих строгое солнце с заданным ко-
личеством компонент связности дополнения (теорема 1.3), что дополня-
ет полученный ранее результат для солнц, полученный автором ранее.
Для чебышёвских множеств сходную характеризацию удается получить
в случае, если для пространства выполнено условие Брауна [[Fn]] и, в
частности, если пространство имеет размерность n 6 4 (теоремы 1.5
и 1.6).

В § 1.3 рассматривается новая задача о выпуклости чебышёвского мно-
жества M в линейном нормированном или несимметрично нормирован-
ном пространстве (X, ∥·∥) при дополнительном условии M ⊂ H, где H –
подпространство вX. В теореме 1.7 дается ответ на классический вопрос
Л.П. Власова об ацикличности (стягиваемости) ограниченно компакт-
ных солнц (см., например [50; гл. 4]) в частном случае, когда солнце со-
держится в двумерном подпространстве произвольного нормированного
или несимметрично нормированного пространства. В качестве следствия
отсюда получается, что любое такое солнце M является P -стягиваемым
и на него для любого ε > 0 существует непрерывная ε-выборка. Даются
достаточные признаки и необходимые признаки выпуклости чебышёв-
ских множеств M и ограниченных чебышёвских множеств M в X при
условии M ⊂ H (теоремы 1.8, 1.9 и 1.10).
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В § 1.4 изучается вопрос о выпуклости ограниченных чебышёвских
множеств, лежащих в гиперплоскости. В 1958 г. Ефимов и Стечкин [57]
сформулировали следующую задачу: охарактеризовать конечномерные
линейные нормированные пространства, в которых всякое ограничен-
ное чебышёвское множество выпукло. Полный ответ на этот вопрос
был получен И. Г. Царьковым в [102] (в симметричном случае). Рас-
сматриваемая в задача для несимметрично нормированных пространств
была поставлена в 1990-х годах С.Б. Стечкиным, который был активным
сторонником рассмотрения задач геометрической теории приближений в
несимметричном случае. Автор [20] перенес эту характеризацию на слу-
чай несимметрично нормированных пространств (данный результат не
включается в диссертацию). В теореме 1.11 даются достаточные условия
выпуклости ограниченного чебышёвского множества, лежащего в гипер-
плоскости. В теореме 1.12 для конечномерного (не)симметрично норми-
рованного пространства X и гиперплоскости H ⊂ X, dimH > 3, строит-
ся норма на X, относительно которой любое ограниченное чебышёвское
множество M ⊂ H в X будет выпукло, однако найдется неограниченное
невыпуклое чебышёвское множество M1 ⊂ H в X.

1.1. Выпуклость чебышёвских множеств в конечномерных
нормированных и несимметрично нормированных простран-
ствах. В данной главе предполагается, что X – конечномерное нор-
мированное или несимметрично нормированное пространство.

В теореме 1.1 получено следующее обобщение классической теоремы
Бердышева–Брондстеда–Брауна (теорема 1.C) о выпуклости чебышёв-
ских множеств на случай несимметрично нормированных пространств.
История данной задачи освещена во введении на стр. 14–17.

Напомним, что для данного непустого множества M ⊂ X точка s ∈ S
называется M -действующей (здесь буква “M ” означает рассматривае-
мое множество M), если

s ∈ (PMx− x)/ρ для некоторого x /∈M, где ρ = ρ(x, PMx).

Теорема 1.1. Пусть X – линейное нормированное или несиммет-
рично нормированное пространство, dimX = n < ∞. Предположим,
что выполнено условие Брауна [[Fn−1]] или n 6 4. Тогда следующие
условия эквивалентны:

a) каждое чебышёвское множество M в X выпукло;
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b) каждая достижимая точка шара B является точкой гладко-
сти;

c) каждая достижимая M -действующая точка шара B является
точкой гладкости.

Для доказательства теоремы 1.1 нам потребуются следующие опреде-
ления.

Если y ∈ S(x, r), то посредством ExpB(x,r)(y) мы обозначаем наимень-
шую достижимую грань шара B(x, r), содержащую точку y. Поскольку
dimX <∞, то множество ExpB(x,r)(y) всегда непусто.

ПустьM ⊂ X – замкнутое множество, x ∈ X\M , ŷ ∈ PMx. Обозначим

J(x, ŷ) = JM(x, ŷ) := −ExpB(x,ρ(x,M))(ŷ) + x+ ŷ.

В случае, если M – чебышёвское множество, то точка ŷ = PMx опре-
делена однозначно и мы пишем для краткости J(x). Нам потребуется
следующий результат (Брондстед [147]).

Лемма 1.A. Пусть X – несимметрично нормированное простран-
ство, dimX = n < ∞ и пусть M ⊂ X – замкнутое множество,
x ∈ X \M , а η – точка светимости из M для x. Тогда если z ∈ J(x, η),
то

1) η ∈ PMz ;
2) ρ(z,M) = ρ(x,M) = ρ(x, η);
3) η – точка светимости из M для z .

Если y ∈ X, M ⊂ X, то для краткости будем писать ρ(y) вместо
ρ(y,M).

Следующая лемма фактически доказана (но явно не сформулирована)
Брауном в [2, стр. 336–338] в нормированном случае и играет важную
роль в доказательстве теорем 1.1 и 1.5. Для несимметрично нормиро-
ванных пространств рассуждения Брауна проходят без изменения.

Напомним, что открытый опорный конус к шару B(x, ∥x − y∥) в его
граничной точке y определяется следующим образом (см. [50], [87]):

›

K(y, x) :=
∪
r>0

›

B
(
−ry + (r + 1)x, (r + 1)∥x− y∥

)
. (1.1)

Лемма 1.1. Пусть X – несимметрично нормированное простран-
ство, dimX = n < ∞, и пусть M ⊂ X – чебышёвское множество.
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Пусть x /∈M . Предположим, что выполнено условие [[Fn−1]] или n 6 4,
а также, что

для всякой точки z /∈M такой, что x ∈
›

K(PMz, z), дости-
жимая грань шара B(z, ρ(z)), определяемая точкой PMz , не
содержит достижимых точек шара B(z, ρ(z)).

(1.2)

Тогда найдется точка z /∈M такая, что x ∈
›

K(PMz, z) и dim J(z) = 0,
т.е. PMz – достижимая точка шара B(z, ρ(z)).

Замечание 1.1. Условие (1.2) в лемме 1.1 является существенным.
Если взять в пространстве ℓ∞(2) в качестве чебышёвского множества
евклидов круг радиуса 1 с центром в точке с декартовыми координатами
(0, 2), а в качестве точки x – начало координат, то легко видеть, что
не существует точки z ∈ X \ M такой, что x ∈

›

K(PMz, z) и PMz ∈
expB(z, ρ(z)).

В нелинейной теории приближений часто оказываются важными гео-
метрические свойства, более слабые, чем выпуклость. В соответствии
с геометрической формой теоремы Хана–Банаха замкнутые выпуклые
множества характеризуются тем, что любую точку вне такого множества
можно строго отделить от него посредством (замкнутой) гиперплоскости
(открытого полупространства). Оказывается, что аналогичный резуль-
тат (известный, как критерий Колмогорова ближайшего элемента) верен
для солнц (строгих (прото)солнц) при замене открытого полупростран-
ства на открытый опорный конус: точка, не принадлежащая солнцу,
строго отделяется от него посредством выпуклого открытого опор-
ного конуса. Это утверждение содержится в теореме 1.A (см., например,
A. Брондстед [146], Е. В. Ошман [87; лемма 3] и Л. П. Власов [50; гл. 3]
и комментарии на стр. 57 там же).

Теорема 1.A. Имеют место следующие утверждения:
1. Множество M ⊂ X является солнцем в X тогда и только тогда,

когда для каждой точки x /∈ M найдется точка y ∈ PMx такая, что
›

K(y, x) ∩M = ∅.
2. Множество M ⊂ X является строгим солнцем в X тогда и толь-

ко тогда, когда для каждой точки x /∈ M множество ее ближайших
точек PMx непусто и для любой точки y ∈ PMx выполнено равенство
›

K(y, x) ∩M = ∅.
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3. Множество M ⊂ X является α-солнцем в X тогда и только то-
гда, когда для каждой точки x /∈ M найдется точка y ∈ S(x, ρ(x,M))
такая, что

›

K(y, x) ∩M = ∅.

Данный результат также верен в произвольных несимметрично нор-
мированных пространствах [119].

Лемма 1.1 играет важную роль при обобщении теоремы 1.C.

Доказательство теоремы 1.1. Предположим, что справедливо
условие [[Fn−1]] (напомним, что [[Fn−1]] выполнено для всех n 6 4).

Далее, предположим, что всякая достижимая M -действующая точка
единичного шара B является точкой гладкости.

Мы докажем выпуклость M , установив, что каждая точка x ∈ X \M
может быть отделена от M посредством замкнутой гиперплоскости.

Пусть x ∈ X \ M . Предположим, что (1.2) не выполнено. Тогда
найдется точка z /∈ M такая, что x ∈

›

K(PMz, z) и достижимая грань
ExpB(z,ρ(z))(PMz) содержит достижимую точку η. По лемме 1.A точка
η является M -действующей. В силу минимальности достижимой грани,
любая опорная гиперплоскость к шару B(z, ρ(z)), проходящая через z,
также проходит и через η, а по предположению точка η является точкой
гладкости шара B(z, ρ(z)). Это влечет, что PMz – также точка глад-
кости и, следовательно, конус

›

K(PMz, z) является открытым полупро-
странством. Поэтому точка z, а вместе с ней и x, может быть отделена от
множества M гиперплоскостью – границей полупространства

›

K(Pz, z).
Теперь предположим, что выполнено (1.2). Тогда по лемме 1.1 найдет-

ся точка z ∈ X \M такая, что

x ∈
›

K(PMz, z) и dim J(z) = 0,

т.е. PMz – достижимая точка шара B(z, ρ(z,M)). Но в этом слу-
чае по предположению точка PMz является точкой гладкости шара
B(z, ρ(z,M)) и, следовательно, конус

›

K(PMz, z) является открытым по-
лупространством, граница которого – искомая гиперплоскость – отделя-
ет точку x от множества M .

Если же существует негладкая достижимая точка шара B, то тогда
пространство X содержит невыпуклое чебышёвское множество – это
утверждение известно для пространств любой конечной размерности (см.
A. Брондстед [147], В.И. Бердышев [32]). Теорема 1.1 доказана. �
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1.2. Структура дополнения к чебышёвским множествам и
солнцам. Структура дополнения к чебышёвским множествам и солн-
цам и, в частности, задача о числе компонент связности множества, изу-
чались в работах А. Р. Алимова [119], [120], [122], [4]. Легко проверить,
что дополнение к ограниченному солнцу всегда связно (ср. А.Л. Бра-
ун [155; § 1.4.2]). В конечномерном пространстве всякое чебышёвское
множество является солнцем (см., например, [50]) и, следовательно, до-
полнение к ограниченному чебышёвскому множеству связно. Интересно
также отметить, что задача о структуре дополнения к чебышёвским мно-
жествам и солнцам имеет связь с проблемой выпуклости чебышёвских
множеств (см. теоремы 1.C, 1.1 и 1.5).

Напомним, что точки s1, . . . , sn ∈ S называются попарно далекими
[119] (или образующими антиподальное семейство [143; § 9.11]), если для
тел Bi = B − si, i = 1, . . . , n, выполнены условия

0 ∈ Bi, Bi ∩ intBj = ∅, i, j = 1, . . . , n, (1.3)

т.е. сдвиги Bi тела B не пресекаются внутренностями и имеют общую
точку. В симметричном случае условие (1.3) эквивалентно тому, что
∥si − sj∥ = 2, i ̸= j (см., например, [143; § 9.11]).

Обозначим:

• k(B) – мощность максимального антиподального семейства шара B
(максимальное число неперекрывающихся сдвигов шара B, имею-
щих общую точку); в конечномерном X число k(B) всегда конечно;
• kexp(B) – мощность максимального антиподального семейства ша-

ра B, состоящего из достижимых точек;
• kact,exp(B |M) – максимальное число M -действующих достижи-

мых попарно далеких точек сферы S (для фиксированного мно-
жества M); здесь напомним, что для данного непустого множества
M ⊂ X точка s ∈ S называется M -действующей (здесь буква “M ”
означает рассматриваемое множество M), если s ∈ (PMx−x)/ρ для
некоторого x /∈M , где ρ = 1/ρ(x, PMx).

Достаточно очевидно, что если dimX = n <∞, то

2 6 kexp(B) 6 k(B) 6 2dim X , (1.4)
kact,exp(B |M) 6 kexp(B) для любого M ⊂ X;

причем оценка сверху в первом неравенстве достигается в том и толь-
ко в том случае, если B есть n-мерный параллелепипед [119], [143;
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Theorem 9.11.1]. Например, если B – единичный шар пространства Rn

с обычной евклидовой нормой, то k(B) = kexp(B) = 2; если B – аф-
финный правильный шестиугольник или треугольник на плоскости, то
k(B) = kexp(B) = 3; если же B ⊂ R3 – “игральная кость” (трехмер-
ный куб со сглаженными вершинами), то k(B) = 4, в то время как
kexp(B) = 2.

В задаче о числе компонент связности дополнений чебышёвских мно-
жеств и солнц получены следующие результаты. Теорема 1.2 установ-
лена в [119], теорема 1.3 содержится в [122] и [4], теорема 1.4 доказана
в [120], [122], теорема 1.5 – в [4] (теоремы 1.2 и 1.4 приведены для полноты
изложения и не включаются в результаты диссертации).

Характеризация пространств (не обязательно конечномерных), содер-
жащих солнце с заданным количеством компонент связности в допол-
нении, дается следующей теоремой (Алимов [119]; данный результат не
включается в диссертацию).

Теорема 1.2. Пусть X – линейное нормированное или несиммет-
рично нормированное пространство, ν – кардинальное число. Для того,
чтобы в X существовало солнце с ν компонентами связности допол-
нения необходимо и достаточно, чтобы k(B) > ν .

Следующая теорема (Алимов [122], [4]) дает ответ на вопрос о чис-
ле компонент связности дополнения к строгому солнцу в конечномерном
пространстве. Ответ на аналогичную задачу для чебышёвских множеств
дается в теоремах 1.4, 1.5 (Алимов [4]; теорема 1.4 не включается в дис-
сертацию и приводится для полноты изложения).

Теорема 1.3. Пусть X – линейное нормированное или несиммет-
рично нормированное пространство, dimX < ∞. Пусть также ν –
натуральное число. Для того, чтобы в X существовало строгое солн-
це с ν компонентами связности дополнения необходимо и достаточно,
чтобы k(B) > ν .

Теорема 1.4. Пусть X – линейное нормированное или несиммет-
рично нормированное пространство, dimX = n < ∞. Пусть ν ∈
{1, . . . , kexp(B)}. Тогда в X найдется чебышёвское множество с ν ком-
понентами связности дополнения.

Теорема 1.5. Пусть X – линейное нормированное или несиммет-
рично нормированное пространство, dimX = n < ∞. Предположим,
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что выполнено условие Брауна [[Fn−1]] или n 6 4. Предположим так-
же, что M ⊂ X – чебышёвское множество в X , дополнение к кото-
рому состоит из ν компонент связности. Тогда kact,exp(B |M) > ν . В
частности, kexp(B) > ν .

Нам потребуется следующий вспомогательный результат.

Лемма 1.2. Пусть X – линейное нормированное или несимметрич-
но нормированное пространство, dimX = n < ∞ и пусть M ⊂ X –
чебышёвское множество. Предположим, что выполнено одно из следу-
ющих утверждений:

1) n 6 4;
2) выполнено [[Fn−1]] ;
3) M выпукло.

Тогда найдется достижимая M -действующая точка s ∈ S .

Замечание 1.2. Для любого натурального n > 3 найдутся неглад-
кое линейное нормированное пространство X размерности n и строгое
солнце M ⊂ X такие, что единичная сфера пространства X не содер-
жит M -действующих достижимых точек. В качестве единичного шара
искомого пространства можно взять n-мерный куб со сглаженными вер-
шинами (“игральную кость”), а в качестве строгого солнца M – гипер-
плоскость, параллельную любой из гиперграней куба.

Доказательство леммы 1.2. Если множество M выпукло, то су-
ществование достижимой M -действующей точки s ∈ S доказано в [120;
предложение 6]. Если выполнено 1) или 2), то нужное нам утвер-
ждение следует из леммы 1.1. Действительно, пусть x /∈ M . Ес-
ли выполнено (1.2), то по лемме 1.1 найдется точка z /∈ M такая,
что PMz ∈ expB(z, ρ(z)), т.е. точка τ(z) ∈ S – искомая достижимая
M -действующая точка.

Если же условие (1.2) не выполнено, то это означает, что найдется точ-
ка z /∈M , такая, что достижимая грань ExpB(z,ρ(z))(PMz) шараB(z, ρ(z))
содержит достижимую точку z. Но тогда по лемме 1.A точка PMz явля-
ется ближайшей точкой к точке z∗ = z+PMz−z ∈ J(z). А из того, что z –
достижимая точка шара B(z, ρ(z) следует, что PMz – достижимая точка
шара B(z∗, ρ(z∗)). Итак, τ(z∗) – искомая достижимая M -действующая
точка. �
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Доказательство теоремы 1.5. В силу (1.4) имеем ν 6 2n. Если
ν = 1, то неравенство kact,exp(B |M) > 1 следует из леммы 1.2.

Предположим, что ν > 2 и пусть Ω1, . . . ,Ων – компоненты связности
множества X \M . Для i ∈ {1, . . . , ν} положим

Mi = X \ Ωi = M ∪ {Ωi | 1 6 j 6 ν, j ̸= i}.

Ясно, что каждое из Mi также является чебышёвским множеством, при
этом для каждого x ∈ Ωi имеем PMx = PMi

x (i = 1, . . . , ν). Для каждо-
го i, применяя лемму 1.2, находимMi-действующую точку si = τ(xi) ∈ S
(которая также является M -действующей точкой), xi ∈ Ωi. Окончатель-
но, в [120; лемма 6] доказано, что точки s1, . . . , sν являются попарно
далекими. Теорема 1.5 доказана. �

Доказательство теоремы 1.3. Если M ⊂ X – строгое солнце с ν
компонентами связности в дополнении, то k(B) > ν по теореме 1.2.

Обратно, предположим, что k(B) > ν. Нам нужно построить строгое
солнце вX с ν компонентами связности в его дополнении. По теореме 1.2
найдутся ν попарно далеких точек s1, . . . , sν ∈ S. Лемма 2 из [120] утвер-
ждает, что точки si, i = 1, . . . , ν, могут быть выбраны экстремальными
точками сферы S. По [119] множество

X \
∪

i=1,...,ν

›

K(0,−si)

является солнцем в X. Если для некоторого i точка si является дости-
жимой точкой S, то тогда лемма 5 из [120] утверждает, что найдется
множество Mi = Di ⊂

›

K(0,−si) такое, что множество X \ Di является
чебышёвским (и, конечно, строгим солнцем).

Предположим, что для некоторого i точка si является экстремальной,
но не достижимой точкой шара B. Обозначим посредством Ki замыка-
ние конуса

›

K(0,−si). Точка si также не является достижимой точкой
конуса Ki. Это влечет, что линейная размерность d конуса (т.е. размер-
ность максимального аффинного подпространства, содержащегося в Ki)
отлична от нуля. Посредством H обозначим подпространство линейно-
сти конуса Ki, т.е., H = {x | x + K = K}, dimH = d. Пусть H⊥ –
подпространство в Rn (здесь n := dimX), ортогональное к H. Так как
K⊥i := K ∩ H⊥ – выпуклый замкнутый конус, то из определения чис-
ла d следует, что 0 – достижимая точка конуса K⊥i . Следовательно,
0 – достижимая точка шара B⊥ := B(−si, 1) ∩ H⊥ пространства H⊥,
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и, по вышеупомянутой лемме 5 из [120], найдется выпуклое множество
D⊥i ⊂ K⊥i такое, что множество H⊥ \H⊥D⊥i является чебышёвским мно-
жеством в H⊥. Теперь определим

Di = {D⊥i + x | x ∈ H} ⊂ Ki. (1.5)

То, что X \ intDi является строгим солнцем в X немедленно следует
из (1.5) и определений Di, H и H⊥.

Теперь докажем, что множество M = X \ ∪i=1,...,ν intDi является
строгим солнцем в X. По доказанному выше, каждое множество вида
X \ intDi является строгим солнцем в X. Так как для разных i, j пе-
ресечение

›

K(0,−si) ∩
›

K(0,−sj) пусто, то из включения Di ⊂
›

K(0,−si)
вытекает, что Di ∩Dj = ∅, i ̸= j. Это влечет, что множество

X \
∪

i=1,...,ν

intDi

является строгим солнцем вX с ν компонентами связности в дополнении.
Теорема 1.3 доказана. �

Обозначим:

• ĉh(B) = sup{ν | в пространстве X = XB существует чебышёвское
множество с ν компонентами связности дополнения};
• ŝ(B) = sup{ν | в пространстве X = XB существует солнце с ν ком-

понентами связности дополнения};
• ŝs(B) = sup{ν | в пространстве X = XB существует строгое солнце

с ν компонентами связности дополнения}.
Из теорем 1.2–1.5 вытекает следующий результат.

Теорема 1.6. Пусть X – линейное нормированное или несиммет-
рично нормированное пространство. Тогда:

a) ŝ(B) = k(B);
b) если dimX <∞, то ŝs(B) = k(B);
c) если dimX = n < ∞ и если выполнено условие Брауна [[Fn−1]]
или n 6 4, то ĉh(B) = kexp(B).

1.3. Аппроксимативные свойства множеств, содержащихся
в подпространстве. Выпуклость чебышёвских множеств, со-
держащихся в подпространстве. Рассматривается задача о вы-
пуклости чебышёвского множества M в линейном нормированном или
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несимметрично нормированном пространстве (X, ∥ · ∥) при дополнитель-
ном условии M ⊂ H, где H – подпространство в X. Пусть B – единич-
ный шар в X. Устанавливается, что если | · |H,θ – несимметричная норма
на H, определяемая функционалом Минковского множества (B− θ)∩H
относительно 0, где ∥θ∥ < 1 – произвольно, то M – чебышёвское мно-
жество в (H, | · |H,θ) при любом выборе θ. Исходя из этого утверждения
даются достаточные признаки и необходимые признаки выпуклости че-
бышёвских множеств M и ограниченных чебышёвских множеств M в X
при условии M ⊂ H.

Ниже мы считаем, что B – единичный шар относительно некоторой
фиксированной несимметричной нормы (см. определение несимметрич-
ной нормы на стр. 17) на конечномерном пространстве X (иными сло-
вами, B – выпуклое замкнутое ограниченное тело в X, 0 ∈ intB. Как
обычно, обозначим

›

B = intB.
Пусть H – подпространство в X и пусть θ ∈

›

B. Положим

| · |θ – несимметричная норма наX, задаваемая функционалом Мин-
ковского тела

›

B − θ относительно точки 0;
| · |H,θ – несимметричная норма наH, индуцированная несимметрич-
ной нормой | · |θ.

Шар, сферу с центром x и радиусом r и т. п. объекты относительно
несимметричной нормы | · |θ обозначим Bθ(x, r), Sθ(x, r) и т. д.; подобным
образом нижний индекс у некоторого объекта показывает, относительно
какой (несимметричной) нормы он определяется.

Предложение 1.1. Несимметричные нормы ∥ ·∥ и | · |θ эквивалент-
ны при любом выборе θ ∈

›

B , причем

Bθ(0, r) ⊂ B(0, 1) ⇐⇒ 0 < r 6 (1 + ∥ − θ∥)−1,

B(0, R) ⊂ Bθ(0, r) ⇐⇒ 0 < R 6 r(1− ∥θ∥).
(1.6)

Кроме того, при фиксированном H несимметричные нормы | · |H,θ эк-
вивалентны на H для любого θ ∈

›

B .

Мы докажем это утверждение чуть ниже.
Пусть Homk

x(·) – гомотетия с центром x ∈ X и коэффициентом k > 0.
Следующее утверждение вполне понятно.
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Предложение 1.2. Пусть ω ∈ B(y, r), k > 0. Тогда

Homk
ω(B(y, r)) = B(ω + k(y − ω), kr). (1.7)

Для линейных нормированных пространств следующий факт широ-
ко известен (см., например, Власов [50; предложение 0.2]). На случай
несимметрично нормированных пространств он переносится без измене-
ний:

›

B(x, r) ⊂
›

B(x′, r′) ⇐⇒ ∥x−x′∥ 6 r′−r, x, x ∈ X, r, r′ > 0. (1.8)

Доказательство предложения 1.1. По определению Bθ(0, 1) =
B(−θ, 1). Далее,

Bθ(0, r) = Homr
0(Bθ(0, 1)) = Homr

0(B(−θ, 1)) = B(−rθ, r),

где последнее равенство получено из (1.7). Применяя (1.8), получим
Bθ(0, r) = B(−rθ, r) ⊂ B(0, 1) тогда и только тогда, когда r 6 1/(1 +
∥ − θ∥), что доказывает первое включение в (1.6). Второе включение
в (1.6)доказывается аналогично. �

Следующее утверждение (Алимов [8]) на первый взгляд кажется доста-
точно неожиданным, однако оно вполне естественно в контексте несим-
метричных приближений. Наш вопрос о приближении множествами,
лежащими в подпространстве, оказывается одной из таких задач: сече-
ние симметричного тела (шара B) аффинным подпространствомH вовсе
не обязано быть симметричным! Это сечение определяет (несимметрич-
ную) норму на H, а множество M ⊂ H, если оно было чебышёвским
множеством в X, по предложению 1.3 останется чебышёвским множе-
ством в H.

Лемма 1.3. Пусть M является, соответственно, чебышёвским
множеством, солнцем или строгим солнцем в пространстве (X, ∥ · ∥).
Тогда:

1. Множество M обладает аналогичным свойством в пространстве
(X, | · |θ) для любого θ ∈

›

B .
2. Если (H, | · |H,θ) – аффинное подпространство в X и M ⊂ H , то
M обладает аналогичным свойством в пространстве (H, | · |H,θ) для
любого θ ∈

›

B .

Также аналогичный результат верен также для α-солнц и полусолнц
(определение полусолнц дано в [50]).
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В п. 2 леммы 1.3 существенным является условие M ⊂ H. Легко
построить примеры, показывающие, что пересечение M ∩ H, где M –
чебышёвское множество в X, M ̸⊂ H, не обязано быть чебышёвским
множеством в H.

Доказательство леммы 1.3. I. Пусть M – чебышёвское множество
в пространстве (X, ∥ · ∥). Установим, что множество M сохраняет это
свойство в пространстве (X, | · |θ). Пусть x /∈ M . По предложению 1.1
это влечет, что ρθ(x,M) := infz∈M |z−x|θ > 0. Без ограничения общности
считаем x = 0, ρθ(x,M) = 1.

Покажем, что ρ(−θ,M) = 1. По определению Bθ(0, 1) = B(−θ, 1).
Поэтому

›

B(−θ, 1)∩M = ∅. Предположим противное:
›

B(−θ, 1+δ)∩M =
∅ для некоторого δ > 0. Из (1.7) имеем, что B(−θ, 1+ δ) = Bθ(δθ, 1+ δ).
Поскольку | − θ|θ < 1 − ε0 при некотором ε0 > 0, то (1.8) нам дает, что
Bθ(0, 1 + ε) ⊂

›

B(δθ, 1 + δ) для всех 0 < ε < ε0. Получили противоречие,
поскольку, с одной стороны, Bθ(0, 1 + ε) ∩M = ∅, а с другой стороны
1 = ρθ(0,M) = infz∈M |z|θ.

По условию точка−θ имеет единственную ближайшую в (X, ∥·∥) точку
ŷ из M . По доказанному выше, ∥ŷ + θ∥ = 1. Теперь, так как Bθ(0, 1) =
B(−θ, 1), то ŷ – единственная ближайшая точка в норме | · |θ для 0, т. е.
M – чебышёвское множество в пространстве (X, | · |θ).

Пусть теперь M – солнце в (X, ∥ · ∥). Рассмотрим точку x /∈M . Выше
мы установили, что ρθ(x,M) > 0. Не ограничивая общности считаем
x = 0 и ρθ(0,M) = 1. Как и раньше имеем:

Bθ(0, 1) = B(−θ, 1),
›

B(−θ, 1) ∩M = ∅, S(−θ, 1) ∩M ̸= ∅.

Пусть ŷ – солнечная точка в (X, ∥ · ∥) для −θ. По теореме 1.A опорный
конус

›

K(ŷ,−θ) =
∪
α>1

›

B
(
−αθ + (1− α)ŷ, α

)
(1.9)

не пересекается с M . По предложению 1.2 имеем:

B
(
−αθ + (1− α)ŷ, α

)
=

= Homα
ŷ (B(−θ, 1)) = Homα

ŷ (Bθ(0, 1)) = Bθ

(
ŷ(1− α), α

)
.

Поэтому опорный конус
›

Kθ(ŷ, 0) =
∪
α>1

›

B
(
ŷ(1− α), α

)
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не пересекается с M , что, по теореме 1.A влечет, что M – солнце в про-
странстве (X, | · |θ).

Таким же образом устанавливается утверждение леммы для строгих
солнц.

II. Пусть H – аффинное подпространство в X. Для простоты счита-
ем, что 0 ∈ H. Пусть M ⊂ H – чебышёвское множество в (X, ∥ · ∥).
Установим, что M сохраняет это свойство в пространстве (H, | · |H,θ).

Пусть x ∈ H \M . Зафиксируем θ ∈
›

B. Поскольку M – чебышёвское
множество в (X, ∥ · ∥), то ρH,θ(0,M) > 0.

Для простоты считаем ρH,θ(0,M) = 1. Имеем:
›

BH,θ(0, 1) ∩ M = ∅.
По определению,

›

BH,θ(0, 1) =
›

B(−θ, 1) ∩ H. Поскольку M ⊂ H,
то

›

B(−θ, 1) ∩ M = ∅. Далее, из того, что ρH,θ(0,M) = 1, имеем
S(−θ, 1) ∩M ̸= ∅, и, так как M – чебышёвское множество в (X, ∥ · ∥),
то это пересечение состоит из одной точки. Поэтому M – чебышёвское
множество в (H, | · |H,θ).

Для строгих солнц и α-солнц рассуждения аналогичны. Лемма 1.3
доказана. �

Из леммы 1.3 и известного факта, что солнце в двумерном простран-
стве X является P -стягиваемым2 множеством (см., например, Беренс и
Хетцельт [136], Алимов [2], Браун [158] и теорему 4.23 ниже), мы по-
лучаем следующее утверждение (Алимов [8]; см. также теорему 4.10),
обобщающее одну теорему Брауна ([158; § 4]), полученную им в частном
случае для конечномерных симметричных нормированных пространств.

Теорема 1.7. Пусть X – линейное несимметрично нормированное
пространство,H – подпространство в X , dimH = 2, и пусть M ⊂ H –
солнце в X . Тогда множество M P -стягиваемо и для любого ε > 0
существует непрерывная ε-выборка на M .

Отметим, что ограниченно компактное (в частности, замкнутое мно-
жество в конечномерном пространстве) P -ацикличное множество в бана-
ховом пространстве является солнцем [50; теорема 4.4] (ацикличные мно-
жества подробно рассматриваются ниже в § 3.1.3). Однако вопрос, будет

2Топологическое пространство X стягиваемо (в точку), если тождественное отоб-
ражение этого пространства в себя гомотопно отображению в точку. Множество M
P -стягиваемо, если PMx стягиваемо для любой точки x ∈ X.
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ли произвольное солнце в произвольном конечномерном линейном нор-
мированном пространстве X P -ацикличным (или хотя бы P -связным)
до сих пор открыт (см. Карлов и Царьков [66], Браун [158]). Ответ на
этот вопрос положителен в случае, когда X – гладкое пространство (то-
гда каждое солнце в X выпукло) и в случаях X = ℓ∞(n) (Беренс и
Хетцельт [137]), X = c0 (теорема 3.4), X ∈ (BM) (теорема 4.10) или в
случае dimX 6 2 (теорема 4.23).

Для исследования выпуклости чебышёвских множеств, содержащихся
в подпространстве H пространства X, мы используем два подхода, в
каждом из которых лемма 1.3 играет ключевую роль.

При первом подходе, рассматривая семейство сечений

(
›

B − θ) ∩H, θ ∈
›

B,

шара B подпространством H, нам достаточно найти хотя бы одно “хоро-
шее” сечение BH,θ̂ такое, что в пространстве (H, | · |H,θ̂) все чебышёвские
множества выпуклы. Поскольку по лемме 1.3 множество M является
чебышёвским в (H, | · |H,θ̂), то M будет выпукло. К примеру, это условие
выпуклости будет выполнено, если сечение BH,θ̂ гладкое в H.

Второй подход – интегрированный. Мы его умеем применять лишь
при dimH = 2. При таком подходе все сечения BH,θ могут быть “пло-
хими” – в каждом из пространств (H, | · |H,θ) может существовать невы-
пуклое чебышёвское множество, – однако любое чебышёвское множество
M ⊂ H в X оказывается выпуклым.

Рассмотрим первый подход. Пусть M ⊂ H – чебышёвское множество
в X, θ ∈

›

B. Рассечем шар B − θ подпространством H. Получится шар
BH,θ в подпространстве H; он определяет несимметричную норму | · |H,θ

на H. По лемме 1.3 M – чебышёвское множество в (H, | · |H,θ). Теперь
для решения вопроса о выпуклости множества M можно воспользовать-
ся любыми достаточными условиями выпуклости в H, которые имеются
в нашем арсенале. Следующий результат установлен автором [8] (см.
§ 1.1).

Теорема 1.8. Пусть H ⊂ X – подпространство, dimH < ∞, и
пусть M ⊂ H – чебышёвское множество в X . Предположим, что
найдется такая точка θ ∈ X , ∥θ∥ < 1, что выполнено хотя бы одно из
следующих условий:

59



а) smBH,θ = BH,θ (т.е. любая точка сферы SH,θ является ее точкой
гладкости);

б) если dimH = 3 или 4, то expBH,θ ⊂ smBH,θ (т.е. любая дости-
жимая точка шара BH,θ является его точкой гладкости).

Тогда множество M выпукло.

Аналогичный результат можно сформулировать для солнц и α-солнц
M в пространстве X, лежащих в некотором подпространстве H ⊂ X:

солнце M выпукло, если шар B можно так рассечь подпро-
странством H , что сечение BH,θ будет гладким множеством
в H (smBH,θ = SH,θ).

Утверждение а) теоремы 1.8 следует из того, что в конечномерном про-
странствеH с гладкой единичной сферой всякое чебышёвское множество
выпукло, а б) следует из известного критерия выпуклости чебышёвского
множества в пространстве размерности 3 или 4 (см. теорему 1.1).

Прежде, чем перейти к рассмотрению второго подхода, посмотрим, ко-
гда наша задача вырождена, т. е. когда в H содержатся только одното-
чечные чебышёвские множества M в X. Например, задача тривиальна,
если X = ℓ∞(n), а H – подпространство в X, параллельное некоторой
собственной грани F единичного куба B, dimH = dimF . Понятно, что
в этом случае M ⊂ H не может содержать более двух точек. Итак,
зафиксировав H, dimH <∞, обозначим

trH(S) = {A ⊂ S | A = S ∩ (H + θ) для некоторого θ ∈ S},

– “след” сдвигов подпространства H на единичной сфере S в (X, ∥ · ∥).
К примеру, если H – гиперплоскость, а h ∈ X∗ и Kerh = H, то trH(S)
состоит из двух достижимых граней сферы S∗, на которых h достигает
максимума и минимума на S.

Итак, предположим, что

cardA = 1 для всякого A ∈ trH(S). (1.10)

Это условие гарантирует, что в H всегда содержится нетривиальное
чебышёвское множество в X. Действительно, рассмотрим произволь-
ное строго выпуклое замкнутое подмножество M1 ⊂ H (здесь и ниже
строгая выпуклость выпуклого множества понимается в классическом
смысле – граница множества не содержит отрезков). Утверждение, что
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M1 – чебышёвское множество в (H, | · |), где | · | – произвольная несиммет-
ричная норма на H, является классическим. Из этого и из леммы 1.3
следует, что если x /∈ M1 и

›

B(x, r) ∩ H ̸= ∅, то x имеет единствен-
ную ближайшую точку в M1. А для остальных точек x /∈ M1 преды-
дущее утверждение выполнено в силу (1.10). Обратно, если в H со-
держатся нетривиальные чебышёвские множества M в X, то, понятно,
max{dimA | A ∈ trH(S)} < dimH. Видно, что это условие и (1.10)
не сходятся, однако здесь мы не ставим задачи характеризации подпро-
странств H, которые содержат нетривиальное чебышёвское множество
M в X.

Теперь напомним следующее обобщение задачи о выпуклости чебы-
шёвских множеств с классического случая одного пространства на слу-
чай системы пространств, рассмотренное автором в [2; гл. 2] (см. также
[46]).

Рассмотрим систему X = {(Y, ∥ ·∥i)}i∈I , где Y – действительное линей-
ное пространство, dimY <∞, ∥·∥i – несимметричная норма на Y (i ∈ I),
I – некоторое множество индексов. Множество M ⊂ Y называется че-
бышёвским относительно системы X, если M является чебышёвским
множеством в пространстве (Y, ∥ · ∥i) для любого i ∈ I. Если X состоит
только из одного пространства, то это определение совпадает с обычным
определением чебышёвского множества.

Пусть Si = Si(0, 1) – единичная сфера i-го пространства (Y, ∥·∥i), i ∈ I.
Система точек P := {pi ∈ Si}i∈I называется достижимой относитель-
но X, если для тела WX := conv(∪i∈I{Si − pi}) точка 0 принадлежит
границе тела WX и является достижимой; система точек P называется
гладкой, если точка 0 ∈ bdWX является точкой гладкости тела WX.

Автором [2; теорема 2.1] получена характеризация системы X двумер-
ных несимметрично нормированных пространств в которой всякое че-
бышёвское множество относительно X выпукло (данный результат не
включается в результаты диссертации).

Теорема 1.9. Пусть X = {(Y, ∥·∥i)}i∈I – система двумерных несим-
метрично нормированных пространств. Для того, чтобы каждое че-
бышёвское относительно X множество было выпукло, необходимо и
достаточно, чтобы каждая достижимая относительно X система
точек {pi ∈ Si}i∈I была гладкой.
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Оказалось, что понятие множества, чебышёвского относительно систе-
мы пространств, естественным образом возникает в задаче приближения
множествами M , содержащимися в подпространстве H. Именно, сече-
ния сдвигов B−θ единичного шара B подпространством H дают нужное
нам семейство X = {(H, ∥·∥H,θ)}θ∈ ›

B
. В силу леммы 1.3 множество M яв-

ляется чебышёвским относительно системы пространств X. Следующий
результат получен автором [7].

Теорема 1.10. Пусть H ⊂ X – подпространство, dimH = 2. Пред-
положим, что выполнено условие (1.10). Тогда следующие два условия
эквивалентны:

а) любое чебышёвское множество M ⊂ H в X выпукло3

b) любая достижимая относительно набора X = {(H, ∥ · ∥H,θ)}θ∈ ›

B
система точек {pθ ∈ SH,θ}θ∈ ›

B
является гладкой.

Доказательство теоремы 1.10. Рассуждаем от противного. Для
доказательства а)⇒b) предположим, что каждое чебышёвское множе-
ство M ⊂ H в X выпукло и что нашлась достижимая негладкая система
точек P := {pθ ∈ SH,θ(0, 1)}

θ∈
›

B
. Имеем: 0 ∈ expWX, 0 /∈ smWX, поэтому

найдутся две различные опорные прямые G1 и G2 к телу WX в точке 0,
такие, что Gi ∩WX = {0} (i = 1, 2). Для i ∈ {1, 2} через G+

i обозна-
чим замкнутое полупространство с границей Gi и не содержащее WX.
Пусть M := G+

1 ∪G+
2 . По теореме 1.A множество M – солнце, а так как

Gi ∩WX = {0}, то M – чебышёвское множество в любом пространстве
(X, | · |H,θ) ∈ X. Из этого и из (1.10) вытекает, что M – чебышёвское
множество в (X, ∥ ·∥). Мы получили противоречие с исходной посылкой,
поскольку M невыпукло.

Обратная импликация доказывается с использованием леммы 1.3 и
полностью аналогична рассуждениям при доказательстве теоремы B из
[2; стр. 56–58]. Теорема 1.10 доказана. �

1.4. Выпуклость ограниченных чебышёвских множеств, ле-
жащих в подпространстве. В классическом случае задачи прибли-
жения произвольными множествами и задачи приближения ограничен-
ными чебышёвскими множествами оказываются различными – удиви-
тельный факт, предугаданный С. Б. Стечкиным и установленный Царь-

3Напомним, что по (1.10) в подпространстве H всегда существуют неодноточечные
чебышёвские множества в X.
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ковым (см. [102], [104], [155], [158]). Царьков установил, в частности,
что

в конечномерном линейном нормированном пространстве
всякое ограниченное чебышёвское множество (ограниченное
P -ацикличное множество) выпукло тогда и только тогда, ко-
гда expS∗ = S∗.

(1.11)

(Подробнее об ацикличных множествах см. § 3.1.3.)
Рассмотрим аналогичный вопрос о выпуклости ограниченных чебы-

шёвских множеств M в X при условии M ⊂ H, H – гиперплоскость
в X. Ниже, как обычно, clA – замыкание множества A. Теорема 1.11 и
следствие 1.1 получены автором [8].

Теорема 1.11. Пусть dimX < ∞, H = Kerh ⊂ X – гиперплос-
кость, и пусть M ⊂ H – ограниченное чебышёвское множество в X .
Предположим, что найдется θ ∈

›

B такое, что выполнено

cl{φ ∈ S∗H,θ | ∃f ∈ expS∗, ∃λ = λ(f) > 0 такие, что f |H = λ·φ}=S∗H,θ,
(1.12)

где S∗H,θ – единичная сфера пространства, сопряженного к (H, | · |H,θ).
Тогда множество M выпукло.

Следствие 1.1. Пусть dimX < ∞, H – гиперплоскость в X и
пусть M ⊂ H – ограниченное чебышёвское множество в X . Если хотя
бы для одного из функционалов h1, h2 ∈ S∗ , определяющих H , выполнено
hi ∈ intS∗(expS∗), i = 1 или 2, то множество M выпукло.

Прокомментируем эти утверждения. Результат Царькова (1.11) утвер-
ждает, в частности, что если “практически каждая” опорная гиперплос-
кость к сфере S содержит в пересечении с S ее точку гладкости, то любое
ограниченное чебышёвское множество M в X выпукло. Аналогичным
образом теорема 1.11 показывает, что каждое ограниченное чебышёв-
ское множество M ⊂ H в X выпукло, если для некоторого θ ∈

›

B для
“практически каждой” гиперплоскости Γ в H, опорной к SH,θ, найдется
гиперплоскость G в X, опорная к S, “параллельная” Γ и пересекающаяся
с S по гладкой точке.

Следующая лемма достаточно интуитивно ясна: полукруг не выпук-
лый, следовательно, существуют гиперплоскости, отсекающие кусочки
от концов полукруга; полусфера также не выпукла, и поэтому возможно
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отсечь гиперплоскостью от нее обод. Эти две ситуации являются типич-
ными. Лемма 1.B получена Царьковым [102], см. также Браун [155].

Лемма 1.B. Пусть M ⊂ X , dimX < ∞. Если множество M –
ограничено, замкнуто, невыпукло и X \M связно, то существуют от-
крытое полупространство G̊ ⊂ X и множество Σ ⊂ G̊ ∩ M такие,
что

(i) Σ является относительной границей некоторого выпуклого мно-
жества и, следовательно, Σ гомеоморфно конечномерной сфере;

(ii) Σ является ретрактом G̊ ∩M .

Также нам понадобится следующий результат (см., например, Браун
[155; p. 107]).

Лемма 1.C. Пусть M ⊂ X – чебышёвское множество с непрерыв-
ной метрической проекцией и x ∈ X , r > 0. Предположим, что
B(x, r) ∩M ̸= ∅. Тогда B(x, r) ∩M есть ретракт шара B(x, r).

Замечание 1.3. Обобщение леммы 1.C на случай произвольных
солнц в широком классе конечномерных нормированных пространств со-
держится в теореме 4.10.

Замечание 1.4. Автором получено обобщение характеризации Царь-
кова (1.11) на случай произвольных конечномерных несимметрично нор-
мированных пространств [20] (данный результат в диссертацию не вклю-
чается).

Доказательство теоремы 1.11. Предположим, что множество
M невыпукло. По лемме 1.3 M является чебышёвским множеством
в (H, | · |H,θ). Из того, что в конечномерном пространстве X чебышёв-
ское множество является солнцем немедленно следует, что дополнение к
чебышёвскому множеству в H связно, и поэтому, используя лемму 1.C,
к M можно применить лемму 1.B. Выберем G̊ – полупространство в H и
множество Σ ⊂ G̊∩M как в лемме 1.B. Без ограничения общности счита-
ем 0 ∈ bd G̊. Выберем θ ∈

›

B таким образом, чтобы выполнялось (1.12).
Пусть g ∈ S∗H,θ такой функционал, что Ker g = bd G̊ и g(Σ) < 0.

По условию (1.12) для любого ε > 0 можно выбрать такой функционал
f ∈ expS∗, что

Σ ⊂ {z | f(z) < 0} и (λf)|H ∈ Oε(g)

(т. е. |λf − g|H,θ < ε), где константа λ = λ(f) выбрана из (1.12).
64



Обозначим F = Ker f , F̊ = {z ∈ X | f(z) < 0}. Теперь из (1.12)
следует, что если гиперплоскость F является опорной к некоторому ша-
ру B(y, r) и B(y, r) ⊂ F̊ , то пересечение F ∩ B(y, r) обязательно со-
держит некоторую точку гладкости v шара B(y, r). Далее, поскольку
v ∈ smB(y, r), то определенный в (1.9) опорный конус

›

K(v, y) к шару
B(y, r) является открытым полупространством, очевидно, совпадающим
с F̊ . Поскольку в конечномерном пространстве чебышёвское множество
является солнцем, то теорема 1.A нам дает, что

›

K(v, y) ∩M = ∅. Вы-
бирая α в (1.9) достаточно большим и обозначая

b =
›

B(−αv + (α+ 1)y, (α + 1)∥y − v∥),

имеем

Σ ⊂ (b ∩M) ⊂ (F̊ ∩M).

Итак, поскольку Σ ⊂ b ∩M , то по (ii) Σ – ретракт пересечения b ∩
M , а по лемме F множество M ∩ b – ретракт шара b. Мы получили
противоречие, поскольку по (i) Σ гомеоморфно конечномерной сфере, а
конечномерная сфера не может быть ретрактом шара b (см., например,
[111; § 7.4.21]). Теорема 1.11 доказана. �

Утверждение теоремы 1.12 (Алимов [8]) восходит к одному резуль-
тату Царькова [102], построившему на линейном пространстве X, 3 6
dimX < ∞, норму ∥ · ∥T , относительно которой всякое ограниченное
чебышёвское множество в X выпукло, в то время как существует невы-
пуклое неограниченное чебышёвское множество в X.

Теорема 1.12. Пусть dimX < ∞, H ⊂ X – гиперплоскость,
dimH > 3. Тогда на X существует норма, относительно которой лю-
бое ограниченное чебышёвское множество M ⊂ H в X будет выпукло,
однако найдется неограниченное невыпуклое чебышёвское множество
M1 ⊂ H в X .

Доказательство теоремы 1.12. Рассмотрим на H норму ∥·∥T , по-
строенную Царьковым в [102; стр. 85] (см. также [101]). Царьков показал,
что любое ограниченное чебышёвское множество в (H, ∥ · ∥T ) выпукло
и построил пример невыпуклого неограниченного чебышёвского множе-
ства M1 в (H, ∥·∥T ). Используя этот пример, распространим норму ∥·∥T
с H на X, оставив множество M1 ⊂ H без изменения.
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Рассмотрим на X, отождествив его с H⊕R, норму ∥·∥C , определяемую
функционалом Минковского следующего тела C (бипирамиды):

C = conv{(0, 1), (0,−1), (BT , 0)},

где BT – единичный шар в H в норме ∥ · ∥T .
В [80; замечание 8.4] показано, что любое сечение тела C аффинной

гиперплоскостью H + (0, α), |α| 6 1, есть сдвиг гомотетичного образа
Hom

1−|α|
0 (BT ) шара BT с коэффициентом 1− |α| и центром в 0:

C ∩ (H + α) = Hom
1−|α|
0 (BT ) + (0, α) = (1− |α|)BT + (0, α), |α| 6 1.

(1.13)
Теперь пусть M ⊂ H – произвольное чебышёвское множество в

(H, ∥ · ∥T ). Рассмотрим произвольную точку x ∈ X \M . Пусть

r = ρC(x,M) := inf
z∈M
∥z − x∥C

(r > 0, поскольку M замкнуто). Имеем два случая.
Пусть сначала

›

BC(x, r) ∩ H ̸= ∅. По (1.13) сечение BC(x, r) ∩ H
гометично шару BT , поэтому, так как M – чебышёвское множество
в (H, ∥ · ∥T ), точка x имеет единственную ближайшую из M в нор-
ме ∥ · ∥C . Теперь пусть

›

BC(x, r) ∩ H = ∅. Поскольку dimH < ∞,
то SC(x, r) ∩H ̸= ∅. В силу определения бипирамиды C, это пересече-
ние одноточечно и, понятно, принадлежит M . В этом случае x также
имеет единственную ближайшую точку из M .

Итак, M1 лежит в H и является невыпуклым неограниченным че-
бышёвским множеством в (X, ∥ · ∥C). С другой стороны, из цитиро-
ванного в начале доказательства теоремы 1.12 утверждения Царькова
для (H, ∥ · ∥T ) следует, что любое ограниченное чебышёвское множество
в (X, ∥·∥C), которое лежит в H, выпукло. Отметим, что в H содержатся
нетривиальные ограниченные чебышёвские множества M в X (выпук-
лые, по доказанному). В качестве примера M можно взять произвольное
строго выпуклое ограниченное подмножество в H. Теорема 1.12 доказа-
на. �
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Глава 2. Теорема Банаха–Мазура об универсальности
для пространств с несимметричным расстоянием

В данной главе рассматриваются классические линейные нормирован-
ные пространства и их обобщения – линейные пространства с несиммет-
ричной нормой и пространства с несимметричной метрикой. В § 2.1 дает-
ся определение линейного пространства с несимметричной нормой и при-
водится ряд их свойств. В § 2.2 приводятся теоремы Банаха–Мазура об
универсальности пространства C[0, 1] в классическом случае для линей-
ных нормированных пространств (теорема 2.C ниже) и для метрических
пространств (теоремы 2.A и 2.B). В § 2.3 показывается (теорема 2.1), что
каждое метризуемое сепарабельное линейное несимметрично нормиро-
ванное пространство (X, ∥·∥) может быть изометрично изоморфно вло-
жено в классическое C[0, 1] как аффинное линейное многообразие (т.е.
как сдвиг линейного многообразия); иными словами, единичный шар
пространства X можно представить как пересечение единичного шара
пространства C[0, 1] с некоторым аффинным линейным многообразием.
При этом оказывается, что неметризуемое несимметрично нормирован-
ное пространство X никогда нельзя вложить в C([0, 1]a) ни при каком a.
Для пространств с несимметричной метрикой в § 2.4 показано, что каж-
дое такое пространство плотности a изометрично части пространства
C([0, 1]a) с преднормой p(f) = max{0, ∥f+∥C} (теоремы 2.2 и 2.3).

2.1. Линейные пространства с несимметричной нормой. На-
помним необходимые определения. Пусть X – действительное линейное
пространство.

Несимметричная норма (иногда – квазинорма) на X это неотрица-
тельный сублинейный функционал ∥ · ∥ такой, что для всех x, y ∈ X

1) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;
2) ∥αx∥ = α∥x∥ для всех α > 0;
3) ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.
Понятно, что если B ⊂ X – выпуклое алгебраически ограниченное

множество, содержащее начало координат в своем ядре, то его функци-
онал Минковского ∥ · ∥B является несимметричной нормой:

∥x∥B := sup{σ > 0 |x /∈ σB}, x ̸= 0, ∥0∥ = 0.
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Обратно, если ∥ · ∥ – несимметричная норма на X, то шар
{x ∈ X | ∥x∥ 6 1} – выпуклое алгебраически ограниченное множество,
содержащее начало координат в своем ядре.

Для (несимметрично) нормированного пространства X и x ∈ X, r > 0
положим

B(x, r) = {y ∈ X | ∥y − x∥ 6 r} – шар с центром x и радиусом r;
›

B(x, r) = {y ∈ X | ∥y − x∥ < r} – открытый шар с центром x и
радиусом r.

Основная T1-топология (обозначим ее τ ) на X задается базой откры-
тых шаров {

›

B(x, r)}, x ∈ X, r > 0. Как несложно заметить, она удовле-
творяет первой аксиоме счетности (т.е. в X всякая точка имеет счетную
базу окрестностей). Локальную базу пространства X в любой его точ-
ке x образуют открытые шары

›

B(x, 1/n). Поэтому [21; гл. 4] в таких
пространствах точка x тогда и только тогда является точкой прикосно-
вения множества M ⊂ X, когда имеется последовательность (xn) точек
множестваM , сходящаяся к x, т. е. ∥xn−x∥ → 0 (вообще говоря, в несим-
метричном случае эта сходимость не влечет ∥x− xn∥ → 0).

Наряду с топологией τ на X могут быть введены другие естествен-
ные топологии, например, топология τ−1, задаваемая базой шаров
›

B−1(x, r) := {y ∈ X | ∥x− y∥ < r} – отражениями шаров
›

B(−x, r),
и топология τsym, задаваемая предбазой {

›

B(x, t),
›

B−1(x′, r′)}. Лег-
ко видеть, что топология τsym задается естественной нормой ∥x∥sym =
max{∥x∥, ∥−x∥} пространства X.

В дальнейшем, говоря о топологии на несимметрично нормированном
пространстве X мы, если не оговорено противное, будем иметь в виду
топологию τ . В общем случае топологии τ и τ−1 различны. Это видно
из следующего примера.

Пример. Определим несимметрично нормированное пространство
CL1[0, 1] следующим образом:

CL1[0, 1] := {f ∈ C[0, 1] | ∥f∥ := ∥f+∥C[0,1] + ∥f−∥L1[0,1]},

где f+(t) := max{f(t), 0}, f−(t) := min{f(t), 0}, t ∈ [0, 1]. Легко видеть,
что в этом пространстве

›

B−1(0, r) ̸⊂
›

B(0, 1) ни при каком r > 0. (2.1)
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Действительно, при t ∈ [0, 1] функция g(t) = (−t/r3 + 1/r)+ лежит в
›

B−1(0, r) для всех 0 < r < 1/
√

2, но ∥g(t)∥C[0,1] = 1/r → +∞ при r → 0.
Как следствие, пространство CL1[0, 1] неметризуемо (в топологии τ и,
следовательно, в топологии τ−1).

ПустьX – несимметрично нормированное пространство. Легко видеть,
что метризуемость X эквивалентна его нормируемости (т. е. существова-
нию на X нормы, определяющей топологию эквивалентную исходной).
И в этом (и только в этом) случае топология τ совпадает с топологи-
ей τ−1.

Ввиду важности данный результат сформулируем отдельно.

Предложение 2.1. Пусть (X, ∥ · ∥) – линейное пространство с
несимметричной нормой. Тогда следующие условия эквивалентны:

1) X метризуемо;
2) X нормируемо (на X существует норма, определяющая тополо-
гию, эквивалентную исходной топологии τ );

3) топологии τ и τ−1 совпадают на X . Это, в свою очередь, экви-
валентно следующему:
3.1) топологии τ и τsym совпадают;
3.2) топологии τ−1 и τsym совпадают;
3.3) несимметричная норма ∥ · ∥ и норма ∥ · ∥sym эквивалентны.

Несимметричная преднорма p(x) : X → R+ на линейном простран-
стве X определяется аналогично несимметричной норме, за исключе-
нием аксиомы равенства нулю: для несимметричной преднормы может
выполняться p(x) = 0 при x ̸= 0.

Несимметрично преднормированное линейное пространство
C([0, 1], 1, 0) введено П.А. Бородиным в [39] (см. также С. Кобзаш
[169; § 1.1.5]):

C([0, 1], 1, 0) := {f ∈ C[0, 1]
∣∣ p(f) := ∥f+∥C[0,1]}.

Таким образом, p(f) – несимметричная преднорма функции f .

2.2. Теорема Банаха–Мазура об универсальности. Класси-
ческий случай. В 1923 г. П.С. Урысон доказал, что существует “уни-
версальное сепарабельное метрическое пространство”, т.е. такое, которое
содержит части, изометричные любому сепарабельному метрическому
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пространству. Впоследствии С. C. Банах и C.M. Мазур показали, что од-
ним из таких универсальных пространств является пространство C[0, 1].
Напомним две классические теоремы Банаха–Мазура об универсально-
сти пространства C[0, 1] среди сепарабельных метрических пространств
(теорема 2.A) и среди линейных нормированных пространств (теоре-
ма 2.C). (Одним из автором теоремы 2.A также называют М.-Р. Фреше;
см., например, [182; Corollary 5.9]..

Теорема 2.A (Банах–Мазур). Всякое сепарабельное метрическое
пространство (X, ρ) изометрично части пространства C[0, 1].

Иными словами, существует отображение φ : X → C[0, 1] (не обя-
зательно линейное) такое, что ρ(x, y) = ∥φ(x) − φ(y)∥C[0,1] для всех
x, y ∈ X.

Аналогом теоремы 2.A для несепарабельных метрических пространств
является теорема 2.B, принадлежащая М. Кляйберу и У.Дж. Перви-
ну [219]).

Напомним ([111; стр. 53], [21; гл. 4, § 4]), что плотность пространства
X определяется как наименьшее кардинальное число d(X) вида |A|, где
A – всюду плотное подмножество пространства X. Если d(X) 6 ℵ0, то
говорят, что пространство сепарабельно.

Теорема 2.B. Пусть a – бесконечный кардинал. Всякое метри-
ческое пространство X плотности a изометрично части простран-
ства C([0, 1]a).

Здесь, для бесконечного кардинала a, пространство C([0, 1]a) определя-
ется как пространство непрерывных функций на тихоновском кубе [0, 1]a

из a замкнутых интервалов [0, 1], наделенном равномерной метрикой.
Поскольку плотность пространства C([0, 1]a) (для a > ℵ0) в топологии
равномерной нормы равна a (см. [219]), то пространство X плотности a

не может быть изометрично вложено в C([0, 1]b) при b < a.
Для случая линейных нормированных пространств имеется более силь-

ное утверждение, чем теорема 2.A – вложение можно сделать изоморфиз-
мом.

Теорема 2.C (Банах–Мазур). Всякое сепарабельное линейное норми-
рованное пространство X изометрически изоморфно линейному много-
образию пространства C[0, 1]. Если X банахово, то X изометрически
изоморфно подпространству пространства C[0, 1].
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Аналогом теоремы 2.C для несепарабельных линейных нормирован-
ных пространств является следующий результат (см., например, [235;
следствие 2.6.22]), вытекающий из теоремы Банаха–Алаоглу о w∗-слабой
компактности шара B∗ сопряженного к линейному нормированному про-
странству X, хаусдорфова топология на B∗ индуцирована w∗-слабой то-
пологией пространства X∗.

Теорема 2.D. Пусть X – линейное нормированное пространство.
Тогда X изометрически изоморфно аффинному линейному многообра-
зию пространства C(B∗). Дополнительно, если X банахово, то X изо-
метрически изоморфно подпространству в C(B∗).

Заметим, что хаусдорфов компакт B∗ гомеоморфен тихоновскому кубу
[0, 1]|B|, где B – единичный шар пространства X, |B| – его мощность.

2.3. Теорема Банаха–Мазура об универсальности для несим-
метрично нормированных пространств. Новое направление тео-
рия универсальных пространств получила в работе П. А. Бородина [39]
(см. также [46], [168; § 1.1] и теорему 2.E ниже) – им найдено про-
странство, универсальное для линейных пространств с несимметричной
нормой. Бородин [39] установил, что если (X, ∥ · ∥) – линейное про-
странство с несимметричной нормой, сепарабельное относительно нор-
мы ∥x∥sym = max{∥x∥, ∥−x∥}, то оно изометрично изоморфно линей-
ному многообразию пространства C([0, 1], 1, 0), где последнее есть ли-
нейное пространство непрерывных функций f ∈ C[0, 1], снабженное
преднормой

p(f) = max{0, ∥f+∥C[0,1]}, f+(t) := max{f(t), 0}, t ∈ [0, 1].

Отметим, что C([0, 1], 1, 0) не является несимметрично нормированным
пространством.

Теорема 2.E. Всякое несимметрично нормированное пространство
X , сепарабельное относительно нормы ∥x∥sym = max{∥x∥, ∥−x∥},
изометрически изоморфно линейному многообразию пространства
C([0, 1], 1, 0), т.е. существует такое линейное отображение φ : X →
C[0, 1], x 7→ φx , что

∥x∥ = max
t∈[0,1]

(
φx(t)

)
+ = p(φx), x ∈ X.

Также в [39] построен пример сепарабельного несимметрично нормиро-
ванного пространства X, не сепарабельного относительно нормы ∥x∥sym.
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В следующей теореме (Алимов [6]) мы устанавливаем еще одно свой-
ство универсальности единичного шара пространства C[0, 1] и показы-
ваем, что метризуемые сепарабельные несимметрично нормированные
пространства X можно изометрически изоморфно вложить в класси-
ческое C[0, 1] как аффинное линейное многообразие; иными словами,
единичный шар пространства X можно представить как пересечение
единичного шара пространства C[0, 1] с некоторым линейным многооб-
разием, пересекающим шар по внутренней точке. Из доказательства
теоремы 2.1 будет следовать, что неметризуемое несимметрично нор-
мированное пространство X никогда нельзя вложить в C([0, 1]a) ни при
каком a.

Теорема 2.1. Пусть (X, ∥ · ∥) – линейное пространство с несим-
метричной нормой. Пространство (X, ∥ · ∥) можно изометрически
изоморфно вложить в C[0, 1] как аффинное линейное многообразие L
в том и только в том случае, если X метризуемо и сепарабельно.

Отметим, что, по предложению 2.1, если X – несимметрично норми-
рованное пространство (X, ∥ · ∥) метризуемо, то несимметричная норма
∥ · ∥ и норма ∥ · ∥sym эквивалентны, поэтому неважно, относительно какой
из несимметричных норм ∥ · ∥, ∥ · ∥sym требовать сепарабельность X.

Посредством
›

bC(Q) (соответственно, bC(Q)) обозначим открытый (соот-
ветственно, замкнутый) единичный шар пространства C(Q) относитель-
но равномерной нормы. В теореме 2.1 изометричность понимается в
следующем смысле: существует точка θ ∈

›

bC[0,1]∩L такая, что функцио-
нал Минковского множества bC[0,1]∩L относительно θ совпадает с функ-
ционалом Минковского шара B пространства X, т. е. с несимметричной
нормой ∥ · ∥. Под изоморфностью отображения φ пространства X и ли-
нейного многообразия L мы понимаем линейность биекции φ(x)− θ.

Замечание 2.1. Пусть θ ∈ b̊C[0,1] и пусть L – аффинное линейное
многообразие в C[0, 1], θ ∈ L. Выпуклое множество bC[0,1] ∩ L порож-
дает функционал Минковского ψ в L относительно точки θ. Посколь-
ку θ ∈ b̊C[0,1], то любое несимметрично нормированное пространство
(X, ∥ · ∥), несимметричная норма ∥ · ∥ которого совпадает с ψ, обязано
быть топологически эквивалентным некоторому линейному нормирован-
ному пространству. Это показывает существенность метризуемости X в
теореме 2.1.
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Отметим, что пространство CL1[0, 1] сепарабельно относительно лю-
бой из топологий τ , τ−1, τsym. Поэтому по теореме Бородина (теоре-
ма 2.E) оно может быть изометрично изоморфно вложено как линейное
многообразие в пространство C([0, 1], 1, 0). Однако CL1[0, 1] не метри-
зуемо. Поэтому CL1[0, 1] не может быть линейно изометрично вложено
как аффинное линейное многообразие в C([0, 1]a) ни для какого карди-
нального числа a.

Доказательство теоремы 2.1. Как и выше, мы обозначаем B =
B(0, 1). Пусть несимметрично нормированное пространство (X, ∥ · ∥)
метризуемо. По предложению 2.1 существует норма | · | на X, эквива-
лентная несимметричной норме ∥ · ∥. Посредством b(x, δ) обозначим шар
{y ∈ X | |y − x| 6 δ} в норме | · |. Заменяя при необходимости норму | · |
на ее произведение со скаляром, эквивалентность нормы | · | и несиммет-
ричной нормы ∥ · ∥ можно переписать в виде включения

b(0, r) ⊂ B ⊂ b(0, r′) ⊂ b(0, 1) для некоторых 0 < r < r′ < 1. (2.2)

В пространстве X × R рассмотрим выпуклое тело

U = conv
(
B × {1}, b(0, 1)× {0}

)
,

определим точку v = 0× {1 + r} и положим V = U ∪ conv(v,B × {1}).
Установим выпуклость V .

Сначала проверим, что [v, z] ⊂ V для любой точки z ∈ U . Для до-
казательства этого, в силу выпуклости множеств U и conv(v,B × {1}),
достаточно проверить, что

u := [v, z] ∩ (X × {1}) ∈ B × {1}. (2.3)

Докажем (2.3). Пусть z ∈ U . Тогда z ∈ X×{µ} при некотором µ ∈ [0, 1].
Известно [80; (117)], что

U ∩ (X × {λ}) =
(
(1− λ)b(0, 1) + λB

)
× {λ} ∀λ ∈ [0, 1].

Отсюда следует, что

z = (µx+ (1− µ)y)× {µ} при некоторых x ∈ B, y ∈ b(0, 1). (2.4)

Отрезок [v, z] пересекается с аффинной гиперплоскостью X×{1} в точке

u =
1− µ

1 + r − µ
v +

r

1 + r − µ
z.
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Нам нужно показать, что u ∈ B×{1}. Это, с учетом (2.4) эквивалентно
тому, что

u0 :=
r

1 + r − µ
(µx+ (1− µy)) ∈ B. (2.5)

Так как по (2.2) ∥y∥ 6 1/r, то из (2.5) имеем

∥u0∥ 6 r

1 + r − µ

(
µ+

1− µ
r

)
=

1 + µr − µ
1 + r − µ

6 1,

поскольку 0 6 µ 6 1, 0 < r < 1. Отсюда u0 ∈ B и u ∈ B × {1}, т. е. (2.1)
верно.

Теперь из (2.1) с помощью несложных рассуждений из двумерной гео-
метрии следует, что [v′, z] ⊂ V для любых точек v′ ∈ conv(v,B × {1}),
z ∈ U . Итак, V – выпуклое множество, причем

V ∩ (X × {1}) = B × {1}. (2.6)

Определим множество W = V ∪ (−V ). Пусть w = 0 × {1 + 2r′

1−r′}.
Поскольку по (2.2) 0 < r < r′ < 1 и B ⊂ b(0, r′), то V ⊂ conv(w, b(0, 1)).
Теперь из выпуклости V с учетом предыдущего включения следует, что
W также выпукло.

Центрально-симметричное ограниченное выпуклое тело W определяет
норму ∥ · ∥W на X × R. По условию X сепарабельно относительно | · |
(соответственно, пусть A – счетное всюду | · |-плотное множество в X).
Понятно, что A × Q ⊂ X × R также счетно и, как легко видеть, всюду
плотно в X × R относительно нормы ∥ · ∥W .

Итак, линейное нормированное пространство (X × R, ∥ · ∥W ) сепара-
бельно. По теореме 2.C его можно линейно изометрично вложить в
C[0, 1] как линейное многообразие. Пусть φ : X×R→ C[0, 1] – линейное
изометричное вложение X×R в C[0, 1], M = φ(X×R) – линейное много-
образие в C[0, 1]. Поскольку 0×{1} ⊂ intW , то φ(0×{1}) =: θ ∈ b̊C[0,1].
Линейный оператор φ переводит аффинную гиперплоскость X × {1}
в аффинное линейное многообразие L ⊂ C[0, 1]. Поскольку по (2.5)
W ∩ (X × {1}) = B × {1}, то в силу изометричности вложения мно-
жество L ∩ bC[0,1] изометрично множеству B. В частности, функционал
Минковского множества L ∩ bC[0,1] относительно точки θ = φ(0 × {1})
совпадает с функционалом Минковского тела B, т. е. с несимметричной
нормой ∥ · ∥. �
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2.4. Теорема Банаха–Мазура об универсальности для про-
странств с несимметричной метрикой. Наряду с линейными
несимметрично нормированными пространствами X и несимметрично
преднормированными пространствами мы будем также рассматривать
(не обязательно линейные) множества X, наделенные несимметричной
метрикой ϱ. Функционал ϱ : X ×X → R+ называется несимметричной
метрикой (иногда – квазиметрикой), если для всех x, y, z ∈ X выпол-
нено

1) неравенство треугольника: ϱ(x, y) 6 ϱ(x, z) + ϱ(z, y) и
2) аксиома равенства нулю: ϱ(x, 0) = 0 ⇔ x = 0.

Как и в линейном случае несимметрично нормированных пространств
X, топология на X, снабженном несимметричной метрикой ϱ, задается
базой открытых шаров {

›

B(x, r)}, где
›

B(x, r) = {y ∈ X | ρ(x, y) < r}.
Известно, что у метрического пространства вес4 совпадает с его плот-

ностью5. Оказывается, что симметричность метрики здесь не по суще-
ству, и если X – пространство с несимметричной метрикой ϱ, то вес X
равен его плотности, т. е. dX = wX . Доказательство этого факта пол-
ностью повторяет рассуждения в [21; стр. 130] для случая метрических
пространств.

Обобщением теорем 2.A и 2.B на случай сепарабельных и несепара-
бельных пространств с несимметричной метрикой являются следующие
утверждения. Сформулируем отдельно сепарабельный и несепарабель-
ный случаи.

Теорема 2.2. Пространство X с несимметричной метрикой ϱ изо-
метрично вкладывается в несимметрично преднормированное про-
странство C([0, 1], 1, 0) в том и только в том случае, когда X сепара-
бельно относительно метрики d(x, y) = max{ϱ(x, y), ϱ(y, x)}.

Теорема 2.3. Пусть a – бесконечное кардинальное число. Простран-
ство X с несимметричной метрикой ϱ можно изометрично вложить
в несимметрично преднормированное пространство C([0, 1]a, 1, 0) в

4Наименьшее кардинальное число, являющееся мощностью какой-либо базы про-
странства X (очевидно, все равно – открытой или замкнутой), называется весом
пространства X.

5Плотность пространства X – это наименьшее кардинальное число m, что в про-
странстве X имеется всюду плотное множество мощности m.
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том и только в том случае, когда X имеет плотность 6 a отно-
сительно метрики d(x, y) = max{ϱ(x, y), ϱ(y, x)}.

Замечание 2.2. Выше мы отмечали, что если a – бесконечное карди-
нальное число, то плотность пространства C([0, 1]a) относительно топо-
логии, порожденной равномерной нормой ∥ · ∥C([0,1]a), равна a. Поскольку
всегда p(f) 6 ∥f∥C([0,1]a) для любой функции f ∈ C([0, 1]a), то из преды-
дущего утверждения с помощью несложных рассуждений следует, что
плотность пространства C([0, 1]a, 1, 0) относительно топологии, порож-
денной несимметричной преднормой p(·) также равна a.

Доказательство теорем 2.2 и 2.3. Обозначим через P всюду
плотное относительно метрики d подмножество в X, |P | = a. Так как
a = ℵ0 · a, то элементы множества P можно обозначить посредством
{pn

i }, n ∈ N, i ∈ A, где A – множество индексов мощности a.
Зафиксируем произвольно q ∈ X \ P и положим wn

i (pk
j ) = ϱ(pn

i , p
k
j ) −

ϱ(q, pk
j ). По неравенству треугольника wn

i (pk
j ) 6 ϱ(pn

i , q), wn
i (pk

j ) >
−ϱ(q, pn

i ), откуда

|wn
i (pk

j )| 6 max{ϱ(pn
i , q), ϱ(q, p

n
i )} = d(pn

i , q) ∀k, n ∈ N, i, j ∈ A.

Отсюда 0 6 (1 + wn
i (pk

j )/d(p
n
i , q))/2 6 1. Если в средней части преды-

дущего неравенства зафиксировать k, i, j, то получим последователь-
ность по n, лежащую в [0, 1]. Известно [259; p. 150], что существу-
ет последовательность непрерывных функций vn : [0, 1] → [0, 1] та-
кая, что если (cn) ⊂ [0, 1], то найдется точка t ∈ [0, 1] такая, что
vn(t) = cn для всех n ∈ N. Применяя этот результат к последова-
тельности (1 + wn

i (pk
j )/d(p

n
i , q))/2, получим точку tkij ∈ [0, 1] такую, что

vn(t
k
ij) = (1 + wn

i (pk
j )/d(p

n
i , q))/2, откуда

wn
i (pk

j ) = d(pn
i , q){2vn(t

k
ij)− 1}.

Множество всех tkij обозначим через T . Определим функцию fn : T → R
посредством fn(tkij) = wn

i (pk
j ). Поскольку функции vn непрерывны, то

fn можно непрерывно продолжить на замыкание T и, далее, линейно на
весь отрезок [0, 1]; продолжение fn снова обозначим через fn. Опреде-
лим fn

i = fn ◦ πi, где πi – естественная проекция. Покажем, что

sup
t∈[0,1]a

(fn
i (t)− fk

j (t)) = ϱ(pn
i , p

k
j ) для любых i, j ∈ A, k, n ∈ N. (2.7)
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Пусть точка tnr ∈ [0, 1]a такова, что πh(t
m
r ) = tmhr для всех h ∈ A. Тогда

fn
i (tmr )− fk

j (tmr ) = fn ◦ πi(t
m
r )− fk ◦ πj(t

m
r ) = fn(tmir)− fk(tmjr) =

= wn
i (pm

r )− wk
j (p

n
r ) = ϱ(pn

i , p
m
r )− ϱ(pk

j , p
m
r ) 6 ϱ(pn

i , p
k
j ).

С другой стороны,

fn
i (tkj )− fk

j (tkj ) = fn(tkij)− fk(tkjj) = wn
i (pk

j )− wk
j (p

k
j ) = ϱ(pn

i , p
k
j ).

Окончательно, если t ∈ [0, 1]a не имеет вид tmr , то из линейности функций
fn, fk вне T̄ следует, что fn

i (t)− fk
j (t) 6 ϱ(pn

i , p
k
j ), т. е. (2.7) доказано.

Пусть теперь u : pn
i 7→ fn

i . Тогда u – изометрия P на множество
всех функций {fn

i }. Продолжим u на всё X. Если x ∈ X, то найдет-
ся последовательность (qν)ν∈N ⊂ P сходящаяся к x в метрике d. Так
как (qν) сходится, то она является последовательностью Коши относи-
тельно метрики d, следовательно, (u(qν)) – последовательность Коши в
C([0, 1]a) относительно равномерной нормы. Она сходится к непрерыв-
ной функции fx ∈ C([0, 1]a). Легко видеть, что fx не зависит от выбора
последовательности, сходящейся к x.

Теперь для x, y ∈ X предположим, что qν → x, q̄µ → y, где (qν) ⊂ P ,
(q̄µ) ⊂ P . Тогда d(qν, q̄µ)→ d(x, y). По (2.6)

sup
t∈[0,1]a

(u(qν)(t)− u(q̄µ(t)) = d(qν, qµ).

Переходя к пределу, получаем

d(x, y) = sup
t∈[0,1]a

(fx(t)− fy(t)) = p(fx − fy),

т. е. u изометрично отображает X на некоторое подмножество простран-
ства C([0, 1]a). Теорема 2.3 доказана. �
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Глава 3. Монотонная линейная связность
и солнечность чебышёвских множеств и солнц

В данной главе изучаются введенные автором монотонно линейно связ-
ные множества и раскрывается связь понятия монотонно линейно связ-
ного множества с рядом задач геометрической теории приближений (по
определению замкнутое множество монотонно линейно связно, если лю-
бые его две точки можно соединить монотонной кривой, лежащей во
множестве – см. § 3.1.4). Показывается, что ограниченно компактное мо-
нотонно линейно связное множество экстремально ограниченно клеточ-
ноподобно (т.е. его пересечение с любым замкнутым брусом и, значит,
замкнутым шаром клеточноподобно при условии ограниченности пере-
сечения), а в конечномерном случае – экстремально стягиваемо. Для ря-
да пространств устанавливается монотонная линейная связность произ-
вольных солнц и, как следствие, их P - иB-клеточноподобность и, значит,
P - и B-ацикличность (в конечномерном случае – P - и B-стягиваемость),
что частично замыкает известную теорему Л.П. Власова [50; гл. 4],
которая утверждает, что в банаховом пространстве ограниченно ком-
пактное P -ацикличное множество является солнцем. Отсюда вытека-
ет, что в таких пространствах для всех ε > 0 на солнце существует
непрерывная ε-выборка (непрерывная выборка из оператора почти наи-
лучшего ε-приближения). В частном случае приближения обобщенны-
ми дробно-рациональными функциями в C(Q) (множество таких дробей
является строгим протосолнцем) существование непрерывной ε-выборки
для всех ε > 0 было установлено С. В. Конягиным [74]. Мы обобщаем
результат Конягина на случай обобщенных дробно-рациональных функ-
ций более общего вида. Аналогичный вопрос для случая приближения
сплайнами с нефиксированными узлами рассмотрен Е. Д. Лившицем [81],
[82].

В § 3.1.1 вводится важное понятие оболочки Банаха–Мазура m(M)
ограниченного множества M , определяемой, как пересечение всех за-
мкнутых шаров, содержащих M . Далее, мы напоминаем понятие
m-связного (связного по Менгеру) множества, а также, следуя К. Фран-
четти, У. Чени [187] и А. А. Васильевой [47], [48], [49], определяем интер-
вал

[[x, y]] := {z ∈ X | minφ(z) ∈ [φ(x), φ(y)] ∀φ ∈ extS∗}
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для двух элементов x, y линейного нормированного пространства X. В
равномерном случае [[x, y]] = {z ∈ C(Q) | z(t) ∈ [x(t), y(t)] ∀t ∈ Q}.

В § 3.1.2 вводятся пространства класса (MeI) и (Ex-w∗s), содержащие
все действительные сепарабельные банаховы пространства. Параграф
§ 3.1.3 имеет общетопологический характер и посвящен определению и
свойствам ацикличных и клеточноподобных множеств.

На пространствах класса (MeI)∩ (Ex-w∗s) (в частности, на сепарабель-
ных банаховых пространствах) оказывается возможным ввести ассоции-
рованную норму | · | (см. § 3.1.5). Важность ассоциированной нормы | · |
заключается в том, что относительно нее m-связное (а значит, и моно-
тонно линейно связное множество) является | · |-метрически выпуклым,
что позволяет привлечь к исследованию таких множеств аппарат теории
метрической выпуклости.

В § 3.1.4 дается определение монотонно линейно связного множества.
Именно, замкнутое подмножествоM ⊂ X называется монотонно линей-
но связным, если любые две точки из M можно соединить непрерывной
монотонной кривой k(τ), 0 6 τ 6 1, т.е. такой кривой, что f(k(τ)) явля-
ется монотонной функцией по τ для любого f ∈ extS∗. Данное понятие
введено автором в [12].

В § 3.1.6 мы распространяем известную теорему Рейнуотера–Симонса
о слабой сходимости последовательностей на случай сходимости отно-
сительно ассоциированной нормы | · | на пространствах класса (Ex-w∗s)
(в частности, на сепарабельных пространствах). Таким образом, хотя в
общем случае слабая сходимость не метризуема, оказывается, что отно-
сительно ассоциированной нормы сходимость последовательностей рав-
носильна слабой сходимости. Обобщенная теорема Рейнуотера–Симонса
(теорема 3.1) нам потребуется при доказательстве того, что в сепара-
бельном банаховом пространстве непустое ограниченно слабо компактно
m-связное множество монотонно линейно связно (теорема 3.3).

В § 3.1.7 изучаются введенные Брауном (BM )-пространства. Про-
странстваX класса (BM ) (в частности, ℓ∞(n) и c0) являются “хорошими”
с той точки зрения, что в них (если X конечномерно или X = c0) всякое
солнце m-связно (см. Браун [156], Алимов [11], [18]) и, следовательно, мо-
нотонно линейно связно. Поскольку известно, что ограниченно компакт-
ное P -ацикличное множество является солнцем (Власов, [50; теорема
4.4]), то в таких пространствах P -ацикличность ограниченно компакт-
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ного множества влечет монотонную линейную связность. Это дает ответ
на давно стоящий вопрос, восходящий к Л.П. Власову, о P -ацикличности
ограниченно компактных солнц.

В § 3.2 исследуется монотонная линейная связность и солнечность связ-
ных по Менгеру множеств в банаховых пространствах. Устанавливает-
ся, что в широком классе банаховых пространств (в частности, в се-
парабельных) ограниченно компактное m-связное (связное по Менгеру)
множество монотонно линейно связно и является солнцем. Далее, пока-
зывается, что пересечение ограниченно компактного монотонно линей-
но связного (m-связного) множества с замкнутым шаром экстремально
ограниченно клеточноподобно (имеет шейп точки) и, в частности, экстре-
мально ограниченно ациклично (в конечномерном случае – экстремаль-
но стягиваемо) и является солнцем (теорема 3.2). Мы показываем, что
ограниченно слабо компактное m-связное множество монотонно линей-
но связно (теорема 3.3). Полученные результаты позволяют обобщить
классический результат С. В. Конягина о существовании непрерывных
ε-выборок для всех ε > 0 на множество дробно-рациональных функций
Rn,m в C[0, 1] или их обобщений в C(Q).

В § 3.3 изучается монотонная линейная связность солнц в простран-
ствах типа C(Q). Впервые предъявляется пример (негладкого) беско-
нечномерного пространства (пространство X = c0), в котором всякое
солнце связно и, более того, монотонно линейно связно (теорема 3.4).
Напомним, что наилучший общий результат о связности солнц утвер-
ждает, что в банаховом пространстве любое компактное солнце связно
(Кощеев [75]). Обратно, показывается, что монотонно линейно связное
аппроксимативно компактное подмножество пространства c0 является
солнцем. Также в c0 строится пример (не аппроксимативно компактно-
го) монотонно линейно связного проксиминального множества, не явля-
ющегося α-солнцем (и значит, не являющегося солнцем). В § 3.3.1 рас-
сматривается случай общих пространств X = C(Q), Q – метризуемый
компакт, для которого мы показываем, что в C(Q) ограниченно ком-
пактное строго солнце (в частности, ограниченно компактное чебышёв-
ское множество) монотонно линейно связно (теорема 3.5). В теореме 3.6
показывается, что образ компактного строгого солнца M в C(Q) при
фактор-отображении по координатному подпространству L конечной ко-
размерности является компактным экстремально стягиваемым строгим
солнцем в факторпространстве C(Q)/L.
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В § 3.4 рассматривается солнечность монотонно линейно связных мно-
жеств и чебышёвских множеств в абстрактных линейных нормирован-
ных пространствах. Показывается, что монотонно линейно связное че-
бышёвское множество является солнцем. Этот результат является пер-
вым, где солнечность чебышёвского множества устанавливается при на-
ложении на него структурных ограничений типа связности. В более об-
щем случае утверждается следующее (теорема 3.7). Пусть M – монотон-
но линейно связное подмножество линейного нормированного простран-
ства. Предположим, что PMx = {y} для некоторого x /∈ M . Тогда x –
точка солнечности (y – точка светимости).

В § 3.5 рассматриваются R-слабо выпуклые множества, введенные
Ж. Виалем и активно исследуемые в работах Е.С. Половинкина,
Г. Е. Иванова и М. В. Балашова, М. С. Лопушански и др. Интерес
к R-слабо выпуклым множествам обусловлен их приложениями к тео-
рии экстремальных задач, задачам оптимального управления, теории
дифференциальных игр, минимизации при наличии ограничений, тео-
рии приближений и теории многозначных отображений (см., например,
Г. Е. Иванов [61], Г. Е. Иванов и М. В. Балашов [31], [62], Г. Е. Иванов
и М. С. Лопушански [64], [65], А. Р. Алимов [125], [124] и цитированную
там литературу).

Мы рассматриваем вопрос об m-связности (связности по Менгеру) и
монотонной линейной связности R-слабо выпуклых множеств в про-
странстве C(Q) и в общих банаховых пространствах. При исследова-
нии данного вопроса естественно возникает класс пространств (BEL)
с линейной вкладываемостью шаров (такие пространства определяются
в § 3.5.2), а также пространства с длиннореберными (реберно-антипо-
дальными) шарами. Сразу отметим, что C(Q) и ℓ1(n) ∈ (BEL). Уста-
навливается, что R-слабо выпуклое множество M в пространстве X ∈
(BEL) m-связно (связно по Менгеру) при естественном ограничении на
разброс точек M (теоремы 3.9 и 3.12). Показано, что замкнутое подмно-
жество M конечномерного пространства X ∈ (BEL) является R-слабо
выпуклым множеством при некотором R > 0 если и только если M есть
дизъюнктное объединение монотонно линейно связных солнц, причем
хаусдорфово расстояние между любыми компонентами связности мно-
жества M не менее 2R (теорема 3.10). В теореме 3.11 дается характе-
ризация R-слабо выпуклых множеств в конечномерных пространствах
X ∈ (BEL) в терминах их солнечности. Попутно дается характериза-
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ция трехмерных пространств с длиннореберным единичным шаром (тео-
рема 3.8) и устанавливается ряд свойств таких пространств.

3.1. Оболочка Банаха–Мазура. Монотонно линейно связ-
ные и m-связные множества. Ацикличность и клеточноподоб-
ность. Теорема Рейнуотера–Симонса. Ассоциированная норма.
(BM )-пространства.

3.1.1. Оболочка Банаха–Мазура. Следуя Брауну [156] для ограничен-
ного множества ∅ ̸= M ⊂ X определим оболочку Банаха–Мазура m(M)
множества M (также называемую покрытием или шаровой оболочкой),
по определению являющейся пересечением всех замкнутых шаров, со-
держащих множество M .

Подмножество M ⊂ X называется m-связным (связным по Менгеру)
[156], если

m({x, y}) ∩M ̸= {x, y}

для любых различных точек x, y ∈M . Для краткости далее обозначаем

m({x, y}) = m(x, y).

Важным свойством оболочки Банаха–Мазура m(·, ·) (по крайней мере,
в сепарабельных пространствах X) является то, что z ∈ m(x, y) если и
только если z лежит метрически между x и y относительно так называ-
емой ассоциированной (по Брауну) нормы | · | (см. лемму 3.1 ниже).

Вполне очевидно, что

m(x, y) =
∩

R>∥x−y∥/2

DR(x, y), (3.1)

где DR(x, y) := ∩x,y∈B(z,R)B(z, R) – сильно выпуклый отрезок с концевы-
ми точками x, y (см. (3.5)).

К примеру, в пространстве C(Q) структура m(M) вполне ясна (см.,
например, Браун [156; теорема 3.1]):

m(x, y) = {z | z(q) ∈ [x(q), y(q)], q ∈ Q} =: [[x, y]]. (3.2)

Аналогичное представление также верно и в пространстве C0(Q) (Q – ло-
кально компактное хаусдорфово пространство) – это следует из характе-
ризации экстремальных элементов (“значение в точке”) единичной сферы
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сопряженного пространства к C0(Q), полученной Брозовским, Дойчем и
Моррисом в [152].

Перейдем к определению интервала. Следуя [187], [47], [48], для f1, f2 :
Q→ R определим интервал [[f1, f2]] функций:

[[f1, f2]] =
{
f ∈ C(Q) | f(t) ∈ [f1(t), f2(t)] ∀ t ∈ Q

}
. (3.3)

По аналогии с (3.3) определим интервал в произвольном линейном
нормированном пространстве X:

[[x, y]] :=
{
z ∈ X | min{φ(x), φ(y)} 6 φ(z) 6 max{φ(x), φ(y)}

∀φ ∈ extS∗
}
; (3.4)

здесь и далее extS∗ – множество экстремальных (крайних) точек еди-
ничной сферы S∗ сопряженного пространства X∗ (аналогия объясня-
ется тем, что каждый экстремальный функционал f ∈ C(Q)∗ (или
f ∈ C0(Q)∗) имеет вид f(x) = ±x(t), где x ∈ C(Q) или x ∈ C0(Q),
t ∈ Q).

Сразу заметим, что включение

m(x, y) ⊃ [[x, y]] (3.5)

имеет место в любом X (см., например, Франчетти и Роверси [188;
Theorem 3.1]). Действительно, [200; p. 55] (см. также [243]), замкну-
тое выпуклое множество M является пересечением шаров если и только
если для любой точки вне M найдется замкнутый шар, содержащий M ,
но не содержащий эту точку. Теперь осталось вспомнить понятный ре-
зультат (вытекающий из того, что ∥x∥ = supf∈ext S∗ f(x)), что точку,
не принадлежащую замкнутому шару, всегда можно строго отделить от
шара посредством экстремальной гиперплоскости.

3.1.2. Пространства класса (MeI) и (Ex-w∗s). Следуя Брауну [156], а
также Франчетти и Роверси [188], введем в рассмотрение класс про-
странств X, который мы обозначаем (MeI ):

(MeI) m(x, y) = [[x, y]] для всех x, y ∈ X.

Сокращение (MeI) происходит от английского “The hull m(x, y) equals
the interval [[x, y]] for all x, y”. Автору не известны банаховы простран-
ства, не лежащие в классе (MeI ).
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Сразу заметим, что включение m(x, y) ⊃ [[x, y]] имеет место в любом
линейном нормированном пространстве X (см., например, Франчетти
и Роверси [126]). Также известно (Алимов [126], Франчетти и Роверси
[188]), что равенство m(x, y) = [[x, y]] имеет место для достаточно широ-
кого класса пространств, и в частности, для пространств, на единичной
сфере которых гладкие точки всюду плотны (такой класс содержит слабо
асплундовы а, следовательно, и сепарабельные пространства). По пово-
ду равенства m(x, y) = [[x, y]] для асплундовых пространств см. также
П. Тeран [261].

Несложно показать, что класс (MeI) содержит пространства C(Q), Q –
хаусдорфов компакт, и в частности, пространство ℓ∞ (как пространство
непрерывных функций на стоун-чеховской компактификации натураль-
ного ряда) βN.

Также отметим, что если пространство X таково, что extS∗ лежит
в замыкании множества w∗-полуострых точек шара B∗ (условие Море-
но), то [[x, y]] = m(x, y) для всех x, y ∈ X; такому условию, в част-
ности, удовлетворяют конечномерные пространства и пространства со
свойством пересечения Мазура). Напомним, что точка f ∈ S∗ назы-
вается w∗-полуострой точкой сопряженного шара B∗ (см., например,
[196]), если для любого ε > 0 найдется w∗-срез Sℓ шара B∗ такой, что
diam({f} ∪ Sℓ) < ε. Здесь Sℓ(B∗, x, δ) := {g ∈ S∗ | g(x) > 1 − δ},
0 < δ < 1, x ∈ X.

Действительно, предположим, что для пространства, удовлетворяю-
щего условию Морено, выполнено 0 ∈ m(x, y), 0 /∈ [[x, y]] при некото-
рых x, y ∈ X. Поскольку 0 /∈ [[x, y]], то inf f([[x, y]]) > 0 при неко-
тором f ∈ extS∗, а следовательно, и при некотором f , являющемся
w∗-полуострой точкой сферы S∗. В [196] показано, что в банаховом
пространстве функционал f ∈ S∗ является w∗-полуострой точкой ес-
ли и только если для любого ограниченного множества C такого, что
inf f(C) > 0, найдется замкнутый шар B′ такой, что C ⊂ B′ и 0 /∈ B′.
Следовательно, в нашей ситуации найдется шар B′, содержащий [[x, y]],
но не содержащий 0. Противоречие с тем, что 0 ∈ m(x, y).

Отметим, что условие Морено не выполнено для пространства ℓ1

(на единичном шаре пространства ℓ∞ отсутствуют w∗-полуострые точ-
ки [237]), но однако согласно указанной теореме Франчетти–Роверси в ℓ1

равенство (3.2) имеет место.

84



Отметим также следующий результат (см. П. Теран [261]): если X

банахово и если m(x, y) компактно при некоторых x, y ∈ X, то

m(x, y) = [[x, y]]. (3.6)

В конечномерном случае равенство [[x, y]] = m(x, y) установлено Бра-
уном [156] (и обобщено П. Тераном, см. (3.6)). Также отметим, что (3.2)
имеет место для пространств с антиподальным единичным шаром (мно-
жество P называется антиподальным, если для любых его элементов x
и y P содержится в замкнутой гиперполосе, содержащей x и y в своей
границе – такие точки x и y называются антиподальными).

Нам также понадобится следующий класс пространств, введенный
Франчетти и Роверси [188]:

(Ex-w∗s) extS∗ w∗-сепарабельно.

При этом в определении класса (Ex-w∗s) мы всегда предполагаем, что

F = (fi)i∈I ⊂ extS∗ w∗-плотно в extS∗, card I 6 ℵ0, F = −F.

Сокращение (Ex-w∗s) происходит от немецкого “Die Extrempunktmenge
der konjugierten Einheitskugel ist w∗-separabel”. Согласно известному
результату Линденштраусса и Фелпса множество экстремальных то-
чек единичного шара рефлексивного бесконечномерного пространства
несчетно, тем не менее мы увидим чуть ниже, что класс (Ex-w∗s) содер-
жит все сепарабельные линейные нормированные пространства.

Несмотря на то, что вопрос о массивности границ линейных нормиро-
ванных пространств изучался многими авторами, среди которых упомя-
нем M.И. Кадеца, В. П. Фонфа, Й. Линденштраусса, Р. Фелпса, O. Ни-
гаарда, T. A. Абрахамсена, M. Пёльдвере (к примеру, в обзоре [242]
О. Нигаард рассматривает ряд вопросов, связанных с густыми (thick)
и w∗-густыми множествами), вопрос о w∗-сепарабельности множества
extS∗ практически не изучался.

Из теоремы Крейна–Мильмана сразу следует, что любое пространство
из класса (Ex-w∗s) имеет w∗-сепарабельный единичный шар B∗. Послед-
нее условие эквивалентно [171] тому, что X изометрично изоморфно под-
пространству из ℓ∞. Характеризация пространств класса (Ex-w∗s) не из-
вестна. Также отметим, что имеются [171], [131] примеры пространств
типа C(K) (где K – несепарабельный хаусдорфов компакт) или вида
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X = ℓ1 ⊕ ℓ2(Γ) (где |Γ| = c) таких, что X∗ w∗-сепарабельно, а единич-
ный шар B∗ – нет.

Далее, если X – сепарабельное линейное нормированное пространство,
то w∗-топология единичного шара B∗ сопряженного пространства X∗

метризуема. Соответственно, шар B∗ w∗-сепарабелен ([182], Corollary
3.104). Поэтому любое сепарабельное пространство лежит в клас-
се (Ex-w∗s). Также отметим, что класс (Ex-w∗s) содержит несепара-
бельное пространство ℓ∞ (как пространство непрерывных функций на
стоун-чеховской компактификации натурального ряда βN – данный ком-
пакт сепарабелен, но неметризуем). При этом C(Q) на несепарабель-
ном Q и c0(Γ) на несчетном Γ не лежат в (Ex-w∗s).

Было бы интересно получить характеризацию пространств класса
(Ex-w∗s).

Кратко суммируя сказанное выше относительно классов пространств
(MeI) и (Ex-w∗s) отметим, что

класс (MeI) ∩ (Ex-w∗s) содержит все сепарабельные банаховы
пространства (в частности, все пространства C(Q) на метризу-
емом компакте Q) и несепарабельное пространство ℓ∞.

3.1.3. Ацикличные и клеточноподобные множества. Данный вспомо-
гательный параграф имеет общетопологический характер и посвящен
определению и свойствам ацикличных и клеточноподобных множеств.

Теория гомологий (когомологий) связывает с каждым топологиче-
ским пространством X последовательность абелевых групп Hk(X), k =
0, 1, 2, . . . (группы гомологий) и Hk(X), k = 0, 1, 2, . . . (группы кого-
мологий), которые являются гомотопическими инвариантами простран-
ства: если два пространства гомотопически эквивалентны, то и соответ-
ствующие группы гомологий изоморфны. Существуют различные спосо-
бы конструировать группы (ко)гомологий, из которых можно выделить
следующие: конструкция, основанная на нервах покрытий, предложен-
ная П. С. Александровым и обобщенная Э. Чехом; конструкция Л. Вьето-
риса, основанная на понятии истинных циклов и применимая к метриче-
ским пространствам; конструкция, основанная на понятии сингулярных
цепей (непрерывных образов симплициальных цепей).

Пусть A – произвольная нетривиальная абелева группа. Пространство
(все пространства предполагаются метризуемыми) называется ациклич-
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ным, если его группа чеховских когомологий с коэффициентами из A
тривиальна (не имеет циклов, за исключением границы). Таким обра-
зом, определение ацикличности зависит от выбранной группы коэффи-
циентов. Здесь отметим, что гомологии (Александрова–)Чеха не обра-
зуют теории гомологий, не удовлетворяя аксиоме точности, а когомо-
логии Чеха(–Даукера) образуют теорию гомологий топологических про-
странств. C подробным изложением теории (ко)гомологий компактов,
топологических и равномерных пространств можно ознакомиться в об-
зоре Мелихова [86].

В случае, если гомология (когомология) имеет компактный носитель
(т.е. удовлетворяет аксиоме компактных носителей) и коэффициенты
группы гомологий (когомологий) лежат в поле, то понятия гомологиче-
ской и когомологической ацикличности совпадают [233]. Однако, в слу-
чае произвольной абелевой группы коэффициентов понятия гомологиче-
ской и когомологической ацикличности могут быть различны. К приме-
ру, 2-адический соленоид (предел обратного спектра последовательности
S1 f← S1 f← . . . , где f = z2) ацикличен в гомологиях Чеха с коэффици-
ентами в поле Z2, а в когомологиях Чеха ацикличности нет (см., напри-
мер, [181]).

Ниже, если не оговорено противное, ацикличность будет пониматься
относительно чеховских когомологий с коэффициентами в произвольной
абелевой группе.

В соответствии с принятыми обозначениями (см. стр. 8), множество
M P -ациклично, если PMx непусто и ациклично для любого x; множе-
ство M B-ациклично если пересечение M с любым замкнутым шаром
ациклично.

Непустое компактное пространство называется Rδ-множеством (см.
например [198; (2.11)]), если оно гомеоморфно пересечению счетной убы-
вающей последовательности абсолютных ретрактов (или стягиваемых
компактов [198; Theorem 2.13]). Rδ-множества естественно возникают
как пространства решений задачи Коши, а также автономных и неав-
тономных дифференциальных включений [199], [177], [129]. Результаты
такого типа восходят к Ароншайну.

Компакт Y называется клеточноподобным (имеющим шейп точки), ес-
ли существует ANR (абсолютный окрестностный ретракт) Z и вложение
i : Y → Z такое, что образ i(Y ) стягиваем в любой своей окрестно-
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сти U ⊂ Z (см. [198; (82.4)]); само клеточноподобное множество при
этом не обязано быть стягиваемым. Согласно известной характеризации
Д. Химана (см., например, [198; гл. I]) клеточноподобное множества суть
пересечения вложенных счетных последовательностей стягиваемых ком-
пактов, откуда вытекает, что Rδ-множество всегда клеточноподобно [225;
§ 4.2], [208; p. 50]. Далее, поскольку всякое отображение компакта точеч-
ного шейпа в ANR гомотопически тривиально, то компакт шейпа точки
(клеточноподобный) стягивается во всякой своей окрестности в любом
объемлющем ANR. Как следствие, классы Rδ-множеств и клеточнопо-
добных (шейпа точки) компактов совпадают.

Отметим, что клеточноподобность влечет ацикличность (относительно
любой непрерывной теории (ко)гомологий) [225; p. 854], при этом име-
ются примеры ацикличных, но не клеточноподобных множеств, а также
клеточноподобных, но не линейно связных множеств (синусоида тополо-
гов).

Браун [155; Corollary 1.6.2] доказал, что если ограниченно компактное
подмножество M банахова пространства P -ациклично (относительно че-
ховских когомологий с коэффициентами в произвольной абелевой груп-
пе), то M B-ациклично. (На самом деле Браун [155] показал несколько
больше: если M – P -ацикличное аппроксимативно компактное подмно-
жество банахова пространства и если пересечение M с некоторым ша-
ром B компактно, то M ∩B ациклично.) Таким образом, ацикличность
произвольного компактного m-связного множества влечет P - и B-ацик-
личность произвольного ограниченно компактного m-связного множе-
ства M . Это следует из того, что пересечение такого M с произвольным
шаром B(x, r) компактно и m-связно.

3.1.4. Монотонная линейная связность. В данном параграфе рассмат-
ривается монотонная линейная связность, являющаяся усилением поня-
тия линейной связности – в отличие от линейной связности для моно-
тонно линейного связного множества предполагается, что любые две его
точки можно связать монотонной непрерывной кривой.

Пусть k(τ), 0 6 τ 6 1, – непрерывная кривая в линейном нормирован-
ном пространствеX. Следуя [152] говорим, что кривая k(·) монотонная,
если f(k(τ)) является монотонной функцией по τ для любого f ∈ extS∗.
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Определение 3.1. Замкнутое подмножество M ⊂ X называется мо-
нотонно линейно связным [12], если любые две точки из M можно со-
единить непрерывной монотонной кривой (дугой) k(·) ⊂ M . Понятно,
что любая монотонная кривая является простой (жордановой).

Отметим, что монотонно линейно связное множество всегда
B-монотонно линейно связно (т.е. его пересечение с любым замкну-
тым (а следовательно, и с открытым [50]) шаром монотонно линейно
связно; ср. Брозовский [152; Proposition 1.3]). Отсюда и из включения
(3.5) вытекает, что
• монотонно линейно связное множество необходимо экстремально

монотонно линейно связно.
Естественность m-связных множеств и монотонно линейно связных

множеств при изучении связности солнц была показана в работах Х. Бе-
ренса и Л. Хетцельта, А. Л. Брауна и автора (см. [156], [12], [11], [126]):
для монотонно линейно связного солнца удается ответить на давно стоя-
щий вопрос о связности (ацикличности) пересечения солнца с шаром, что
замыкает известную теорему Л.П. Власова о солнечности ацикличных
множеств.

Сразу отметим, что существуют примеры конечномерных пространств,
в которых имеются не m-связные (и, a fortiori, не монотонно линейно
связные) чебышёвские множества и не m-связные солнца (см. замеча-
ние 3.4 на стр. 107).

Замечание 3.1. Используя (3.5) несложно проверить, что монотон-
но линейно связное множество необходимо m-связно. Обратное утвер-
ждение неверно даже для замкнутых множеств – соответствующий при-
мер в C[0, 1] предложен Франчетти и Роверси [188] (см. также [12]): пусть

M = M1 ∪M−1, (3.7)

где Mσ = {x ∈ C[0, 1] | x(0) = σ}, σ = ±1. Тогда M состоит из
двух выпуклых непересекающихся компонент, в то же время несложно
проверить, что M m-связно.

Однако в c0 и в произвольном конечномерном пространстве Xn эти
свойства эквивалентны для замкнутых множеств (см. теорему 1 в [11]
и лемму 3.A); утверждение для Xn следует из (3.5), равенства m(·, ·) =
[[·, ·]] и теоремы 3.2). Некоторые достаточные условия монотонной ли-
нейной связности m-связного подмножества линейного нормированного
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пространства даны в теореме 3.2. Отметим, что в пространствах Xn со
свойством extS∗ = S∗ класс монотонно линейно связных (m-связных)
замкнутых множеств совпадает с классом замкнутых выпуклых мно-
жеств [243].

3.1.5. Ассоциированная норма. Пусть пространство X лежит в классе
(Ex-w∗s) (в частности X – сепарабельное банахово пространство), F =
(fi)i∈I – семейство функционалов из определения класса (Ex-w∗s), (αi) ⊂
R, αi > 0, i ∈ I (см. § 3.1.2) и пусть

∑
αi <∞. Для x ∈ X положим

|x| =
∑
i∈I

αi|fi(x)|. (3.8)

Тогда | · | – норма на X, которую, следуя Брауну [156] мы называем
ассоциированной. Ясно, что |x| 6 ∥x∥

∑
αi. Отметим, что Браун вводил

ассоциированную норму только на конечномерных пространствах.

Важность ассоциированной нормы показывает следующий резуль-
тат [18], который обобщает следствие 3.2 из [156], доказанное Брауном в
случае dimX <∞.

Лемма 3.1. Пусть X – банахово пространство из класса (MeI) ∩
(Ex-w∗s) (в частности, X – сепарабельное банахово пространство) и
пусть x, y ∈ X . Следующие условия эквивалентны:

a) z ∈ m(x, y);
b) |fi(x)− fi(y)| = |fi(x)− fi(z)| + |fi(z)− fi(y)| для всех i ∈ I , где
F = (fi)i∈I – семейство из определения класса (Ex-w∗s);

c) |x − y| = |x − z| + |z − y| (т.е. z находится метрически между
x и y относительно нормы | · |).

Доказательство леммы 3.1. Пусть z ∈ m(x, y). Так как X ∈
(MeI), то по определению f(z) ∈ [f(x), f(y)] для любого f ∈ extS∗. В
частности, выполнено условие b) и, в силу (3.8), условие c). Обратно,
пусть z находится | · |-между x и y. Ясно, что |fi(x− y)| 6 |fi(x− z)| +
|fi(z−y)|. Отсюда и из (3.8) имеем |fi(x)−fi(y)| = |fi(x)−fi(z)|+|fi(z)−
fi(y)| для всех i. Как следствие |f(x)−f(y)| = |f(x)−f(z)|+|f(z)−f(y)|
для всех f ∈ extS∗, поскольку (fi) w

∗-плотно в extS∗. Окончательно,
z ∈ m(x, y) в силу того, что X ∈ (MeI). �

В общем случае пространство (X, | · |) не является полным при полном
пространстве (X, ∥·∥). К примеру, вX = c0 полагая xn = (1, . . . , 1, 0, . . . )
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мы имеем, что (xn) – последовательность Коши относительно нормы | · |.
Ясно, что (xn) не имеет сходящихся подпоследовательностей.

3.1.6. Теорема Рейнуотера–Симонса о слабой сходимости для ассоци-
ированной нормы. В данном параграфе мы распространяем классиче-
скую теорему Рейнуотера–Симонса (см., например, [182; § 3.11.8.5]) на
случай сходимости относительно ассоциированной нормы | · | на про-
странствах класса (Ex-w∗s) (в частности, на сепарабельных простран-
ствах). Теорема Рейнуотера–Симонса утверждает, что ограниченная по-
следовательность (xn) в банаховом пространстве X слабо сходится к
x ∈ X если и только если последовательность (f(xn)) сходится к f(x)
для каждого функционала f из произвольной фиксированной границы
Джеймса пространства X (например, для всех f ∈ extS∗). Таким об-
разом, хотя в общем случае слабая сходимость не метризуема, имеется
норма на X ∈ (Ex-w∗s), относительно которой сходимость последова-
тельностей равносильна слабой сходимости.

Здесь напомним (см., например, [182; § 3.11.8]), что подмножество A
единичной сферы S∗ сопряженного пространства X∗ называется грани-
цей (Джеймса) для пространства X, если для каждого x ∈ X найдется
f ∈ A такой, что f(x) = ∥x∥. Основополагающие работы в исследо-
вании границ для линейных нормированных пространств и их массив-
ности принадлежат М. И.Кадецу и В. П. Фонфу. Из теоремы Крейна–
Мильмана легко вытекает, что множество extS∗ крайних точек сопря-
женного шара является границей для X. Однако существуют границы,
вовсе не содержащие крайних точек [255].

Основным результатом § 3.1.6 является следующий результат.

Теорема 3.1. Пусть X ∈ (Ex-w∗s) – банахово пространство, F :=
(fi)i∈I ⊂ extS∗ – набор функционалов из определения класса (Ex-w∗s).
Пусть (xn) – | · |-ограниченная последовательность в X . Рассмотрим
следующие условия:

a) xn
| · |−→ x;

b) fi(xn)→ fi(x) для любого i ∈ I;
c) xn

w−→ x.

Тогда условия a) и b) эквивалентны, любое из них обеспечивается
выполнением условия c). Если X∗ сепарабельно, то все три условия
эквивалентны.
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Поскольку |x| 6 ∥x∥
∑
αi, то ∥ · ∥-ограниченная последовательность

необходимо ограничена по норме | · |.
Следствие 3.1. Если dimX = ∞ и X∗ сепарабельно, то X не
| · |-полно.

Замечание 3.2. В импликации b)⇒c) в теореме 3.1 сепарабельность
X∗ существенна. Действительно, для пространства ℓ1 рассмотрим фи-
нитные последовательности из ℓ∞, состоящие из нулей и плюс-минус еди-
ниц, их счетное число и они w∗-плотны во множестве extS∗ (крайние
точки S∗ суть функционалы, сопоставляющие функции ее значение в
точке). Однако из сходимости элементов из ℓ1 на этих финитных после-
довательностях не следует их слабая сходимость. Данный факт отмечен
П.А. Бородиным при обсуждении полученных результатов.

Напомним, что пространство X называется пространством Шура,
если в нем слабо сходящиеся последовательности сходятся по норме.
Классическим примером бесконечномерного пространства Шура явля-
ется пространство ℓ1.

Следствие 3.2. (X, | · |) является пространством Шура.

Для доказательств следствия 3.2 заметим, что |x| > αi|fi(x)| при лю-
бом i по определению ассоциированной нормы. Как следствие, любой
fi ∈ F лежит в X∗| · |. Теперь из условия b) теоремы 3.1 следует, что ес-
ли (xn) w| · |-слабо сходится, то (xn) | · |-сходится. Таким образом, для
| · |-ограниченной последовательности (xn)

xn

w| · |−→ x ⇐⇒ xn
| · |−→ x. (3.9)

Отсюда вытекает, что в (X, | · |) w| · |-компактность совпадает с сильной
| · |-компактностью и следовательно, рефлексивное (X, | · |) необходимо
конечномерно.

Доказательство теоремы 3.1. Импликация a)⇒b) вполне понят-

на: если xn
| · |−→ x (по норме | · |), то сумма

∑
αi|fi(xn)− fi(x)| мала при

всех достаточно больших n; как следствие, для каждого фиксированно-
го j разность |fj(xn)− fj(x)| тоже мала при таких n.

Установим b)⇒a). Для каждого n в сумме∑
i∈I

αi|fi(xn)− fi(x)| (3.10)
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обозначим ai(n) := αi|fi(xn)− fi(x)| и разобьем сумму (3.10) на две: при
i 6 N и при i > N (N выберем позже). Поскольку по условию последо-
вательность (xn) равномерно ограничена, то во второй сумме выполнено
|fi(xn) − fi(x)| 6 C (где C не зависит от i, n). Как следствие, вторая
сумма ограничена сверху суммой

∑
i>N Cαi <∞. По ε > 0 выбираем N ,

при котором вторая сумма меньше ε. Первая же сумма конечная, там
выбираем большие n.

Импликация c)⇒b) понятна. Предположим, что X∗ сепарабельно. До-
кажем b)⇒c). Заметим, что для банахова пространства X следующие
утверждения эквивалентны:

- для X имеется сепарабельная граница;
- граница extB∗ сепарабельна;
- пространство X∗ сепарабельно

(определение границы Джеймса дано на стр. 91). Здесь обратные импли-
кации понятны (в линейном нормированном пространстве сепарабель-
ность (сильная) множества наследуется его произвольными подмноже-
ствами), а первое условие влечет последнее в силу известной теоремы
Годфроя–Роде (см., например, [182; Theorem 3.122]), согласно которой
B∗ = conv ∥·∥A (здесь A – сепарабельная граница для X). Как следствие,
шар B∗ сепарабелен, а значит пространство X∗ также сепарабельно.

Далее, нам потребуется понятие (I)-генерирующего множества, введен-
ного Фонфом и Линденштрауссом. По определению, множество C ⊂ B∗

(I)-генерирует шар B∗, если

B∗ = conv
(∪

i
conv w∗

Ci

)
(3.11)

при любом представлении C =
∪
Ci в виде объединения счетного се-

мейства множеств Ci. В данном определении буква “I” происходит от
латинского “intermedius” и объясняется тем, что

B∗ = convC =⇒ C (I)− генерирует B∗ =⇒ B∗ = conv w∗
C.

Положим Ci := {f1, . . . , fi}, i ∈ I (где F := (fi)i∈I – набор функциона-
лов из определения класса (Ex-w∗s)). Ясно, что F =

∪
Ci. Далее,

B∗ = conv ∥·∥ extB∗ (3.12)

по теореме (Кадеца–Фонфа–)Годфроя–Роде. Поскольку X∗ сепарабель-
но, то граница extB∗ также сепарабельна. Далее, extS∗ ⊂ Fw∗ по
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определению класса (Ex-w∗s) и, следовательно, extS∗ ⊂
(∪

i conv w∗
Ci

)
.

Окончательно, F (I)-генерирует шар B∗ в силу (3.12) и (3.11).
Теперь осталось воспользоваться одним результатом Нигарда [241] (см.

также Календа [215]), который утверждает, что если C ⊂ B∗ (I)-генери-
рует шар B∗, то C – множество Рейнуотера, т.е. множество со свойством:
если ограниченная последовательность (xn) ⊂ X сходится поточечно
на C, то (xn) сходится слабо. Теорема 3.1 доказана. �

Доказательство следствия 3.1. Рассуждая аналогично доказа-
тельству импликаций a)⇒b) и b)⇒a) в теореме 3.1 мы видим, что (xn)
является | · |-последовательностью Коши если и только если (fi(xn)) яв-
ляется последовательностью Коши в R для любого i ∈ I. Как следствие,
если X | · |-полно, то отсюда вытекает, что X секвенциально | · |-слабо
полно. Легко проверяется, что секвенциально слабо полное пространство
необходимо банахово. Для завершения доказательства осталось восполь-
зоваться тем, что секвенциально слабо полное банахово пространство
является рефлексивным пространством или содержит подпространство,
изоморфное ℓ1 (см., например, [239; Corollary 5.11]). �

3.1.7. (BM)-пространства. Напомним [156], что линейное нормирован-
ное пространство X называется (BM )-пространством, если

B(0, ∥x∥)∩
(
m(x, y)\{x}

)
̸= ∅, если x ̸= 0 и [x, x−y]∩

›

B(0, ∥x∥) = ∅.
(3.13)

ПространстваX класса (BM ) (в частности, ℓ∞(n) и c0) являются “хоро-
шими” с той точки зрения, что в них (если X конечномерно или X = c0)
всякое солнце m-связно (см. Браун [156], Алимов [11], [18]) и, следова-
тельно, монотонно линейно связно. Поскольку известно, что ограничен-
но компактное P -ацикличное множество является солнцем (Власов, [50;
теорема 4.4]), то в таких пространствах P -ацикличность влечет моно-
тонную линейную связность.

Класс (BM )-пространств содержит в себе все гладкие пространства,
все двумерные пространства с полигональным единичным шаром, про-
странства ℓ∞(n), c0, c, ℓ∞, все замкнутые идеалы пространства C(Q)
(т.е. классы функций f ∈ C(Q), таких, что f |T = 0 для некоторого
замкнутого T ⊂ Q), все подрешетки C(Q) с единицей [188]. Строго
выпуклое пространство лежит в классе (BM ) если и только если оно
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гладкое [188; Proposition 8.2]. Класс (BM )-пространств замкнут по от-
ношению к формированию конечной ℓ∞-прямой суммы [156; § 5] и беско-
нечной c0-прямой суммы сепарабельных (BM )-пространств [188; Theo-
rem 8.7]. (Если X1, X2 – линейные нормированные пространства, то
ℓ∞-прямой суммой X1 и X2 называется прямая сумма X1 и X2 с нормой
∥(x1, x2)∥∞ = max

{
∥x1∥X1

, ∥x2∥X2

}
.) Двумерное пространство X лежит

в классе (BM ) если и только если smS∗ ∩ extS∗ ⊂ expS∗ (Браун [156]),
это эквивалентно тому, что любая точка s ∈ S является точкой гладко-
сти или общей концевой точкой двух невырожденных отрезков из S.

Предложение 3.1. Пространства ℓ1 , n > 3, и ℓ1(n) не лежат в
классе (BM).

Достаточно рассмотреть случай ℓ1(3). Рассмотрим x = (1, 0, 0) и y =
(1, 1

2 ,
1
2). Легко видеть, что [x, x−y]∩

›

B = ∅. В силу равенства равенства
m(·, ·) = [[·, ·]] имеем

m(x, y) =
{
z ∈ fi(z) ∈ [fi(x), fi(y)], i = 1, . . . , 4

}
,

где f1 = (1, 1, 1), f2 = (1, 1,−1), f3 = (1,−1, 1), f4 = (−1, 1, 1). Отсюда
m(x, y) = {(1, α, α) | 0 6 α 6 1

2} и видно, что m(x, y) ∩ B = {x}, т.е.
(3.13) не выполнено.

Браун [159], [156] установил, что полиэдральные (BM )-пространства
конечной размерности в точности являются ℓ∞-прямыми суммами

X = X1 ⊕∞ · · · ⊕∞ Xr (3.14)

конечного набора симметричных полиэдральных пространств X1, . . . , Xr

размерности 1 или 2. Шар пространства вида (3.14) всегда является зо-
нотопом (т.е. проекцией n-мерного куба на подпространство) [159], но
класс зонотопов не исчерпывается такими пространствами. Из характе-
ризации Брауна (3.14) вытекает, что ℓ1(n) /∈ (BM).

Характеризация произвольных трехмерных (BM )-пространств полу-
чена Брауном [158]: X гладко или X = Y ⊕∞ R, где Y – двумерное
(BM )-пространство

Напомним ещё одно определение.
Пусть n, k ∈ N, n > k > 2. По определению линейное нормирован-

ное пространство X имеет n.k-свойство пересечения (X ∈ (n.k.I.P)),
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если для любых n замкнутых шаров B(ai, ri), i = 1, . . . , n, для кото-
рого ∩k

r=1B(air , air) ̸= ∅ при любом выборе 1 6 i1 6 . . . ik 6 n, вы-
полнено ∩n

i=1B(ai, ri) ̸= ∅. В последнее время (n.k.I.P)-пространства
активно изучаются в связи с задачами минимального заполнения конеч-
ных подмножеств банаховых пространств (П. А. Бородин, Б.Б. Беднов,
Н.П. Стрелкова и др.).

По классической теореме Хелли если dimX = n, то X ∈
((n+ 2).(n+ 1).I.P ); как следствие, любое одно- или двумерное про-
странство лежит в классе (4.3.I.P). Следовательно, ⊕∞-суммы таких
пространств также обладают свойством (4.3.I.P). О. Лима [230] устано-
вил и обратное утверждение. Таким образом

X ∈ (4.3.I.P) ⇐⇒ X = X1 ⊕∞ · · · ⊕∞ Xr, где dimXi 6 2.

Отсюда и из (3.14) вытекает следующее утверждение.
Предложение 3.2. В классе конечномерных полиэдральных про-

странств следующие свойства эквивалентны:

a) X ∈ (BM);
б) X ∈ (4.3.I.P).

Отсюда, с учетом того, что если X ∈ (4.3.I.P), dimX < ∞, то
X ∈ (∞.3.I.P) (см. Лима [229], Болтянский, Мартини, Солтан [142],
§VIII, теорема 5), то мы имеем следующий результат: если X ∈ (BM)
конечномерно и полиэдрально, то X ∈ (∞.3.I.P)).

Стоит добавить, что пространство X ∈ ℓ∞(n) лежит в классе (BM)
и удовлетворяет более сильному свойству пересечения (4.2.I.P), причем
пространства X ∈ ℓ∞(n) в точности составляют класс конечномерных
(4.2.I.P)-пространств (Хансен и Лима [205]).

Отметим ещё одно свойство конечномерных полиэдральных (BM )-про-
странств.

Напомним, что замкнутое ограниченное выпуклое множество M назы-
вается множеством Мазура (см. [201], [238]), если выполняется следую-
щее свойство отделимости: для любой гиперплоскости H, находящейся
на положительном расстоянии от K, найдется шар D такой, что M ⊂ D
and H ∩ D = ∅. Линейное нормированное пространство, в котором
класс множеств Мазура совпадает с классом пересечений замкнутых ша-
ров, называется пространством Мазура (такой класс пространств вве-
ден А.С. Гранеро и др. [201], [238]). Пространства Мазура естественно
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возникают в связи с вопросом об устойчивости пересечений выпуклых
подмножеств банахова пространства.

Предложение 3.3. В классе конечномерных полиэдральных про-
странств следующие свойства эквивалентны:

a) X ∈ (BM);
б) X является пространством Мазура.

Доказательство предложения 3.3. Согласно [238; следствие 4.2] ко-
нечномерное полиэдральное пространство X является пространством
Мазура если и только если семейство MX пересечений замкнутых ша-
ров в X устойчиво – это означает по определению, что C +D ∈ MX

(замыкание векторной суммы множеств C и D), если C,D ∈ MX . Да-
лее (см. [238; теорема 3.2]), в конечномерном полиэдральном простран-
стве семействоMX устойчиво если и только если X представимо в виде
(3.14). Для окончания доказательства остается вспомнить, что конечно-
мерные полиэдральные (BM )-пространства характеризуются свойством
(3.14). �

Следующий результат (Алимов [11]) доказан в Брауном [156] в частном
случае X = ℓ∞(n).

Предложение 3.4. c0 , c, ℓ∞ являются (BM)-пространствами.

Доказательство предложения 3.4. Пусть X = c0, c или ℓ∞. Рас-
смотрим x ∈ X, ∥x∥ = 1 и зафиксируем произвольно точку y ∈ X такую,
что

[x, x− y] ∩
›

B(0, ∥x∥) = ∅. (3.15)
Проверим, что выполнено (3.13).

Для простоты считаем, что x(i) > 0 для всех i. Докажем, что найдется
номер j такой, что y(j) < 1 (без этого предположения нам следовало бы
установить существование такого i, что y(i) < 1 в случае x(i) > 0 или
y(i) > −1 в случае x(i) < 0.)

Предположим противное: пусть y(i) > 1 для любого i ∈ N. Рассмотрим
точку xα = x − αy ∈ (x, x − y), 0 < α < 1. Тогда x(i)

α 6 1 − α, x(i)
α >

x(i) − α∥y∥ > −α∥y∥. Если α→ 0, то надуйся α0 > 0 и 0 < δ < 1 такие,
что −α0∥y∥ > −1 + δ. Поэтому

∥x(i)
α0
∥ 6 min{1− δ, 1− α0},

откуда ∥xα0
∥ < 1. Но xα0

∈ (x, x− y) – противоречие с (3.15).
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По доказанному найдется такой номер j, что y(j) < 1. Определим
точку u такую, что u(i) = x(i) для i ̸= j и u(j) = y(j). Ясно, что u ∈ X.
Из равенства m(·, ·) = [[·, ·]] следует, что u ∈ m(x, y) и [u, x] ⊂ m(x, y).
Пусть uβ = βx+ (1− β)u, 0 < β < 1. Тогда

−(1− β)∥y∥ 6 (1− β)y(j) 6 u
(j)
β < βx(j) + (1− β) 6 1.

Отсюда вытекает, что uβ ∈ B(0, 1) для всех достаточно больших β → 1.
Следовательно, uβ ∈ (m(x, y) \ {x}) ∩B, что и требуется. �

3.2. Монотонная линейная связность и солнечность связных
по Менгеру множеств в банаховых пространствах. Мы показы-
ваем, что в широком классе банаховых пространств (в частности, в се-
парабельных) ограниченно компактное (ограниченно слабо компактное)
m-связное (связное по Менгеру) множество монотонно линейно связно
и является солнцем. Далее, показывается, что пересечение ограничен-
но компактного монотонно линейно связного (m-связного) множества с
замкнутым шаром клеточноподобно (имеет шейп точки) и, в частности,
ациклично (в конечномерном случае – стягиваемо) и является солнцем.
Утверждается, что ограниченно слабо компактное m-связное множество
монотонно линейно связно.

Основными результатами о связи классов m-связных и монотонно ли-
нейно связных множеств и их геометрически-топологических свойствах
являются теоремы 3.2 и 3.3. Необходимость наложения на множество
тех или иных ограничений (в теоремах 3.2 и 3.3 таким ограничени-
ем является компактность (сильная или слабая)) следует из приме-
ра Франчетти–Роверси (см. (3.7)) m-связного множества, являющегося
дизъюнктным объединением двух выпуклых замкнутых множеств.

Теорема 3.2. Пусть X – сепарабельное банахово пространство и
пусть множество M ⊂ X – замкнуто и m-связно. Предположим,
что выполнено хотя бы одно из условий:

a) M ограниченно компактно (в норме ∥ · ∥ пространства X);
b) M | · |-замкнуто и m(x, y) | · |-компактно для любых x, y ∈ X;
c) m(x, y) ∥ · ∥-компактно для любых x, y ∈ X.

Тогда M монотонно линейно связно.
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Если вдобавок M ограниченно компактно, то M экстремально огра-
ниченно клеточноподобно и, в частности,B-клеточноподобно,B-ацик-
лично (относительно любой непрерывной теории (ко)гомологий) и яв-
ляется солнцем.

Если X конечномерно, то, дополнительно, M экстремально стяги-
ваемо (в частности, P - и B-стягиваемо) и на множество M суще-
ствует непрерывная ε-выборка для всех ε > 0.

В теореме 3.2 экстремальная ограниченная клеточноподобность пони-
мается следующим образом: если пересечение множества M с брусом
ограничено, то оно клеточноподобно.

В качестве следствия из теоремы 3.2 вытекает следующее утверждение,
полученное Брауном [156].

Следствие 3.3. В конечномерном линейном нормированном про-
странстве замкнутое m-связное множество (монотонно линейно
связное множество) является солнцем.

Рассмотрим ещё одно применение теоремы 3.2.
Пусть ε > 0, M ⊂ X. Отображение φ : X → M называется муль-

типликативной (аддитивной) ε-выборкой, если для всех x ∈ X имеет
место неравенство

∥x−φ(x)∥ 6 (1+ε)ρ(x,M) (соответственно ∥x−φ(x)∥ 6 ρ(x,M)+ε).

Из классической теоремы Майкла о селекции следует, что для всех ε >
0 существует непрерывная мультипликативная (аддитивная) ε-выборка
на любое выпуклое замкнутое подмножество линейного нормированного
пространства.

Для M ⊂ X и произвольного δ > 0 положим
›

P δ
Mx := {y ∈M | ∥x− y∥ < ρ(x,M) + δ}.

По определению подмножество A ⊂ X называется ретрактом множе-
ства X, если существует непрерывное отображение r : X → A, называ-
емое ретракцией, такое, что r|A = id |A, т.е. тождественное отображение
idA допускает непрерывное продолжение на все пространствоX. Хорошо
известно, что в конечномерном пространстве граница шара не является
ретрактом шара. Однако в любом бесконечномерном пространстве сфе-
ра является липшицевой ретракцией шара [135; Corollary 3.5].
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Напомним следующий общий результат (Царьков [109]), в котором да-
ется характеризация замкнутых множеств в банаховых пространствах,
для которых для любого ε > 0 найдется непрерывная ε-выборка.

Теорема 3.A. Пусть X – банахово пространство,M ⊂ X – непусто
и замкнуто. Тогда следующие условия равносильны:

a)
›

P δ
Mx является ретрактом шара для любых x ∈ X и δ > 0;

b)
›

P δ
Mx стягиваемо по себе в точку для любых x ∈ X и δ > 0;

c) M
›

B-бесконечно связно;
d) M

›

B-стягиваемо,
e) Для любого ε > 0 существует непрерывная ε-выборка на M ;
f) Для любой положительной полунепрерывной снизу функции ψ :
X → (0,+∞), ψ(x) > ρ(x,M) (x ∈ X), существует такое отоб-
ражение φ ∈ C(X,M), что ∥φ(x)− x∥ < ψ(x) для всех x ∈ X ;

g) Для любой полунепрерывной снизу функции θ : X → (1,+∞)
существует такое отображение φ ∈ C(X,M), что ∥θ(x) − x∥ 6
θ(x)ρ(x,M) для всех x ∈ X .

Отсюда видно, что непрерывность ε-выборки для всех ε > 0 (или обоб-
щенной ψ-выборки) влечет очень жесткое структурное ограничение на
множество.

Из теорем 3.2 и 3.A вытекает, что метрическая проекция на m-связное
(монотонно линейно связное) замкнутое подмножество конечномерного
пространства обладает непрерывной мультипликативной (аддитивной)
ε-выборкой для всех ε > 0. По-видимому, можно надеяться, что анало-
гичный результат верен и в бесконечномерном случае для аппроксима-
тивно компактных множеств.

Для пространств с линейной вкладываемостью шаров (см. § 3.5) и в
частности, для в пространств ℓ1(n), C(Q), Q – метрический компакт и
C0(Q), теорема 3.2 частично усиливает результаты Балашова и Иванова
(теорема 3.D ниже; см. также [31], теорема 2.9 и лемма 4.18) о линейной
связности R-слабо выпуклых (по Виалю) множеств. Именно, в простран-
ствах с линейной вкладываемостью шаров пересечение R-слабо выпукло-
го множества с замкнутым или открытым шаром m-связно (см. теоремы
3.9 и 3.10 в § 3.5), а в случае замкнутости – монотонно линейно связно.

Замечание 3.3. С.В. Конягин [74] установил, что в случае, когда
множество представляет собой дробно-рациональные функции Rn,m в
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C[0, 1] или их обобщения

RV,W = {p/q | p ∈ V, q ∈ W}

в C(Q) (где Q – связный хаусдорфов компакт, V,W – подпространства
в C(Q), причем для некоторого w ∈ W выполнено w(t) ̸= 0 для любо-
го t ∈ Q), то непрерывная ε-выборка существует для всех ε > 0 (хотя
метрическая проекция на Rm,n всегда имеет точки разрыва за исклю-
чением вырожденных случаев; см. также К. С. Рютин [90], Д. Реповш и
П.В. Семенов [246; § 6.4], [247] и Д. Вулберт [265]). Отсюда и из теоре-
мы 3.A вытекает

›

B-стягиваемость множеств Rm,n и RV,W соответствен-
но, в C[0, 1] и C(Q) (Q – связный компакт, V,W – подпространства).
Более ранний результат Вулберта [264], [265] утверждает меньше: мно-
жество Rm,n является

›

B-связным (а значит,
›

B-линейно связным по тео-
реме Царькова [103]). Отметим, что фактически Вулберт [265] устано-
вил B-связность Rm,n, при этом его рассуждения переносятся на случай
RV,W с произвольными выпуклыми V,W . Соответственно, мы утвержда-
ем, что RV,W B-линейно связно и, более того, монотонно линейно связно
(а значит, экстремально монотонно линейно связно, см. [126; § 3]). Как
следствие, отсюда и из теоремы 3.A вытекает, что множество RV,W явля-
ется B-стягиваемым, а в случае замкнутости, B-ретрактом (последнее
означает, что пересечение RV,W с любым замкнутым шаром пусто или
является ретрактом шара).

Следует отметить, что множество дробно-рациональных функций
Rm,n не является ограниченно слабо компактным в C[0, 1].

Применительно к RV,W из теоремы 3.2 в ряде частных случаев можно
извлечь следующее. Рютин [90] при исследовании вопроса равномерной
непрерывности оператора почти наилучшего обобщенного рационально-
го приближения построил ряд примеров конечномерных подпространств
V,W , для которых пересечение RV,W∩B компактно в C(Q) (Q – связный
метрический компакт), где

RV,W = cl{v/w | v ∈ V, w ∈ W, w > 0 на Q}.

По теореме Рютина [90] для любого ε > 0 существует равномерно непре-
рывная мультипликативная ε-выборка φ : B → RV,W , что ввиду теоремы
3.A дает

›

B-стягиваемость пересечения B ∩RV,W . Далее, для произволь-
ных выпуклых V,W известно, что RV,W является строгим протосолнцем
(Брозовский и Вегман [150], Ватсон и Чонг [162]). Соответственно, по
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теореме 4.15 пересечение RV,W ∩B является компактным строгим солн-
цем, по теореме 3.5 – монотонно линейно связно, а по теореме 3.2 – P -
и B-клеточноподобно. Остается открытым вопрос о B-стягиваемости
множеств Rm,n и RV,W .

Из теоремы 3.2 вытекает следующее следствие.

Следствие 3.4. Пусть X – банахово пространство из класса (MeI)∩
(Ex-w∗s) (в частности X – сепарабельное банахово пространство) и
пусть множество M ⊂ X замкнуто. Предположим, что для неко-
торого x /∈ M PMx компактно и m-связно. Тогда PMx монотонно ли-
нейно связно, экстремально ограниченно клеточноподобно (в частно-
сти, P - и B-клеточноподобно), экстремально ограниченно ациклично
(в частности, P - и B-ациклично) и является солнцем.

В этой связи отметим, что

если M ⊂ X ∈ (MeI) m -связно, то PMx также m -связно.

Действительно, пусть u, v ∈ PMx. Так как M m-связно, то найдется
z ∈ m(u, v) ∩M , z ̸= u, v. Предположим, что z /∈ S(x, ∥x − u∥). По-
скольку extS∗ является границей для X, то любую точку вне замкнуто-
го шара (в нашем случае B(x, ∥x − u∥)) всегда можно отделить от него
экстремальным функционалом. Соответственно, z /∈ [[u, v]]. Получаем
противоречие, поскольку z ∈ m(u, v), а в X ∈ (MeI) всегда выполнено
m(·, ·) = [[·, ·]].

Для слабо компактных множеств мы имеем следующий результат.

Теорема 3.3. Пусть X – сепарабельное банахово пространство и
пусть ∅ ̸= M ⊂ X ограниченно слабо компактно. Предположим, что
M m-связно. Тогда M монотонно линейно связно.

В теореме 3.2 первое утверждение идейно восходит к [188]. Монотон-
ная линейная связность установлена в [12] (и также вытекает из теоре-
мы 3.3), а оставшиеся утверждения следуют из леммы 3.3, которая будет
доказана ниже. Конечномерный случай вытекает из п. a) и теоремы Бра-
уна [157], согласно которой пересечение m-связного замкнутого подмно-
жества конечномерного X с замкнутым шаром n-связно для всех n ∈ Z+

(т.е. каждое отображение во множество из k-сферы, k 6 n, непрерывно
продолжается до отображения из (k + 1)-мерного шара). Отсюда и из
известной характеризации абсолютных ретрактов (см., например, [209;
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Theorem 11.1]), M стягиваемо и локально стягиваемо. Отметим [11], что
условие b) теоремы 3.2 a fortiori выполнено в пространстве X = c0.

Нам потребуется следующий вспомогательный результат.
Напомним, что множество M называется метрически выпуклым или

d-выпуклым (по Менгеру) [236] относительно метрики d, если для любых
различных точек x, y ∈ M множество M \ {x, y} содержит точку z,
находящуюся d-между x и y, т.е. d(x, y) = d(x, z) + d(z, y).

Следующий результат принадлежит Менгеру [236], см. также [197;
p. 24].

Лемма 3.A. Пусть (Y, d) – d-выпуклое полное метрическое про-
странство. Тогда для любых x, y ∈ Y существует изометрия f :
[0, d(x, y)]→ Y такая, что f(0) = x и f(d(x, y)) = y . Как следствие, Y
линейно связно.

Доказательство теоремы 3.3. Достаточно рассмотреть ограни-
ченное множество M . Хорошо известно (см., например, [182; Proposi-
tion 3.107]), что слабо компактное подмножество сепарабельного бана-
хова пространства метризуемо, причем топология, порождаемая метри-
кой на M совпадает со слабой топологией на M . Также известно, что
слабо компактное подмножество банахова пространства слабо полно (се-
квенциально слабо полно). В силу теоремы 3.1 в пространствах клас-
са (Ex-w∗s), а следовательно, и в любых сепарабельных пространствах,
w-полнота влечет | · |-полноту относительно ассоциированной по Брауну
нормы | · |. Теперь для применения леммы 3.A осталось заметить, что
в сепарабельном пространстве m-связность множества эквивалентна его
| · |-выпуклости (см. лемму 3.1).

Итак, по лемме 3.A любые две точки из M соединяются дугой k( · ),
осуществляющей изометрию. Применяя лемму 3.1 получаем, что fi(k(t))
является монотонной функцией по t для каждого i ∈ I. Пусть теперь
f ∈ extS∗. Так как X сепарабельно, то существует подпоследователь-
ность (fi) из F , w∗-сходящаяся к f . Поэтому функция f(k(t)) также
является монотонной. Итак, любые две точки из M соединяются моно-
тонной дугой, что и требуется. Теорема 3.3 доказана. �

Пусть пространство X лежит в классе (MeI) и (Ex-w∗s) и пусть F =
(fi) ⊂ extS∗ – w∗-плотное в extS∗ семейство из определения клас-
са (Ex-w∗s). Для каждого n ∈ N рассмотрим ограниченный линейный
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оператор sn : X → ℓ∞(n), определенный как

sn(x) =
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
.

Отметим, что всегда ∥sn(x)∥ 6 ∥x∥ и ∥sn(x)∥ → ∥x∥ при n → ∞.
Последнее неравенство следует из того, что extS∗ является границей
Джеймса для пространства X, т.е. ∥x∥ = max{f(x) | f ∈ extS∗}.

Лемма 3.2. Пусть X – банахово пространство из класса (MeI) ∩
(Ex-w∗s) (в частности, X – сепарабельное банахово пространство) и
пусть ∅ ̸= M ⊂ X ограниченно компактно. Тогда:

1) Если M m-связно в X , то sn(M) монотонно линейно связно в
ℓ∞(n) для всех n ∈ N;

2) Если sn(M) m-связно в ℓ∞(n) для всех n ∈ N, то M монотонно
линейно связно в X .

Доказательство леммы 3.2. 1) Достаточно рассмотреть случай,
когда M компактно. Требуемое утверждение для sn(M) следует из лем-
мы 3.1 с учетом того, что замкнутое m-связное подмножество конечно-
мерного пространства монотонно линейно связно.

2) Предположим теперь, что sn(M) m-связно в ℓ∞(n) для всех n.
Пусть x, y ∈M , x ̸= y. Отсюда следует, что существует ν > 0 такое, что
если n > ν, то ∥sn(x)− sn(y)∥ > ε > 0. Поскольку sn(M) m-связно, то,
при необходимости переходя к подпоследовательностям, выберем такую
точку zn ∈M , что sn(zn) ∈ m

(
sn(x), sn(y)

)
и

∥sn(zn)− sn(x)∥ = ∥sn(zn)− sn(y)∥ =
1

2
∥sn(x)− sn(y)∥ > ε

2
> 0.

Последнее равенство следует из непрерывности в силу леммы 3.A, при-
мененной к замкнутому m-связному множеству sn(M). Устремляя n →
∞ в силу компактности M имеем, что zn → z ∈ M . Ясно, что
∥sn(zn − x)∥ → ∥z − x∥ и ∥sn(zn − y)∥ → ∥z − y∥. Отсюда z ̸= x,
z ̸= y. Остается показать, что z ∈ m(x, y). При фиксированном n ∈ N
из леммы 3.1 вытекает, что

min[fi(x), fi(y)] 6 fi(zn) 6 max[fi(x), fi(y)], i = 1, . . . , n,

поскольку sn(zn) ∈ m(sn(x), sn(y)). Устремляя n→∞, получаем:

min[fi(x), fi(y)] 6 fi(z) 6 max[fi(x), fi(y)], i ∈ I,

откуда z ∈ m(x, y) по лемме 3.1. Теперь монотонная линейная связность
m-связного множества M обеспечивается теоремой 3.3. �
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Отметим, что п. 2) леммы 3.2 не используется при доказательстве тео-
ремы 3.2 и леммы 3.3.

Лемма 3.3. Пусть X ∈ (MeI) ∩ (Ex-w∗s) – банахово пространство
(в частности, X сепарабельно или X = ℓ∞) и пусть множество ∅ ̸=
M ⊂ X ограниченно компактно и m-связно. Тогда M P - и B-клеточ-
ноподобно, т.е. каждое из множеств

PMx, M ∩B(x, r), x ∈ X, r > 0,

клеточноподобно. В частности, множество M P - и B-ациклично
(относительно любой непрерывной теории (ко)гомологий).

Прежде, чем переходить к доказательству леммы 3.3, напомним, что
обратной системой (обратным спектром – если система счетна) топо-
логических пространств (см., например, [204; p. 56]) называется семей-
ство S = {Xα, π

β
α,Σ}, где множество Σ частично упорядочено отношени-

ем ≺, Xα – топологическое хаусдорфово пространство и πβ
α : Xβ → Xα –

непрерывное отображение для любых α ≺ β, при этом πα
α = idXα

и
πβ

απ
γ
β = πγ

α для всех α ≺ β ≺ γ. Подпространство произведения
∏

α∈ΣXα

называется обратным пределом системы S и обозначается

lim←−S =

{
(xα) ∈

∏
α∈Σ

Xα

∣∣∣∣ πβ
α(xβ) = xα для всех α ≺ β

}
Eсли πα : lim←−S → Xα – ограничение проекции pα :

∏
α∈ΣXα → Xα на

ось α (каноническая проекция), то πα = πβ
απβ для всех α ≺ β,

Нам потребуется следующий известный результат, в котором первое
утверждение содержится, например, в [177], а второе получено в [189]
(см. также [129]). При этом утверждение a) является следствием класси-
ческой теоремы А.Н. Тихонова о компактности; утверждение b) хорошо
известно и принадлежит А. Г. Курошу и Н.E. Стинроду.

Лемма 3.B. 1) Пусть S = {Xα, π
β
α,Σ} – обратная система. То-

гда предел lim←−S является замкнутым подмножеством произведения∏
α∈ΣXα . Далее, предположим, что для всякого α ∈ Σ

a) Xα компактно, тогда предел lim←−S компактен;
b) Xα компактно и непусто, тогда lim←−S компактно и непусто;
c) Xα является континуумом, lim←−S является континуумом;
d) Xα компактно и ациклично6 , тогда предел lim←−S компактен и
ацикличен;
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e) Xα метризуемо и Σ счетно, то предел lim←−S метризуем.

2) Если S = {Xn, π
p
n,N} – обратный спектр и каждое Xn компакт-

но и клеточноподобно, то обратный предел lim←−S также компактен и
является клеточноподобным множеством.

Доказательство леммы 3.3. Достаточно рассмотреть случай, ко-
гда M компактно. Пусть Ω – семейство всех конечных подмножеств
из F ⊂ extS∗. Поскольку множество конечных последовательностей
натуральных чисел счетно, то Ω счетно. Множество Ω направлено по
включению, т.е. направлено отношением ≺, определенным так: A ≺ B в
том и только том случае, когда A ⊂ B. Для A ∈ Ω определим отобра-
жение sA : X → ℓ∞(A) следующим образом:

sA(x) = {f(x) | f ∈ A}.

Ясно, что sA – линейный ограниченный оператор. ЕслиA,B ∈ Ω, A ⊂ B,
то имеется естественный оператор сужения ℓ∞(B) → ℓ∞(A) и, следова-
тельно, имеется естественное отображение сужения sBA. Хорошо извест-
но, что семейство {sA | A ∈ Ω} образует обратную систему по отношению
к отображениям сужения. По п.1) леммы 3.B множества sA(M) явля-
ются компактными m-связными подмножествами пространства ℓ∞(A) и
следовательно, по теореме Брауна [155; Theorem 1] бесконечно связными
(и, следовательно, клеточноподобными и ацикличными множествами).

В теории обратных спектров хорошо известна следующая конструк-
ция (см., например, [22], предложение 4.4, стр. 176). Пусть (X, π) =
(Xα, π

β
α,Σ) – обратная система множеств, а Z – произвольное фиксиро-

ванное множество. Пусть, далее, для каждого α ∈ Σ задано отображе-
ние gα : Z → Xα, причем эти отображения таковы, что πβ

αgβ = gα всякий
раз, когда α 6 β. Тогда оказывается, что существует, и притом един-
ственное, отображение g : Z → X∞ := lim←− (X, π), обладающее свойством
πα ◦ g = gα при всех α. При этом, если Z – топологическое пространство
и все gα суть непрерывные отображения, то g : Z → X∞ непрерывно.

Поскольку {sA | A ∈ Ω} – обратная система, то имеет место су-
перпозиция отображений sA = sBA ◦ sB для A,B ∈ Ω, A ⊂ B, где
sBA – отображение сужения (см. [178; p. 428]). Отсюда отображение
g : M → M∞ := lim←− sA(M) непрерывно (по сказанному выше) и инъек-
тивно (см. [178; (6.9)]).

6Относительно любой непрерывной теории когомологий.
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Докажем, его сюръективность. Предположим, что

(xA)A∈Ω ∈ lim←− sA(M) ⊂
∏
A∈Ω

sA(M).

Для каждого A ∈ Ω выберем yA ∈ M таким образом, что sA(yA) =
xA. Тогда (yA)A∈Ω является сетью (направленностью) в M и, вследствие
компактности M , имеет предельную точку y ∈ M . Остается доказать,
что sA(y) = xA для каждого A ∈ Ω. Рассмотрим A,B ∈ Ω, B ⊃ A. Тогда
sA(yB) = sB(yB)|A = xA. Переходя к пределу по подсети получаем, что
sA(y) = xA.

Итак, отображение g : M → M∞ непрерывно и по доказанному выше
является биекцией. Хорошо известно [204; p. 169], что любое отображе-
ние компактного пространства в хаусдорфово замкнуто. Как следствие,
непрерывное отображение компактного пространства в хаусдорфово яв-
ляется гомеоморфизмом. Поскольку обратный предел M∞ хаусдорфов
[204; p. 171], то предыдущее утверждение применимо к нашей ситуации.
Итак, M гомеоморфно M∞.

Далее, хорошо известно, что клеточноподобность (равно как и ацик-
личность) является топологическим свойством [198; p. 439]. Поскольку
M ≃M∞, то из леммы 3.B следует, что M клеточноподобно (и, следова-
тельно, ациклично), так как по упомянутой теореме Брауна каждое из
sA(M) обладает таким свойством. При этом утверждение 2) леммы 3.B
применимо в силу известного результата, состоящего в том, что мно-
жество конечных последовательностей натуральных чисел счетно. Лем-
ма 3.3 доказана. �

Замечание 3.4. Ответ на обратный вопрос о монотонной линейной
связности B-ацикличных (P -ацикличных) множеств в общем случае
неизвестен. Отметим, что для любого n > 3 можно построить пример
конечномерного пространства Xn, в котором существует не монотонно
линейно связное чебышёвское множество (конечно, являющееся солн-
цем). Действительно, рассмотрим конечномерные пространства Xn со
свойством extS∗ = S∗. Р. Фелпс [243] показал, что свойство extS∗ = S∗

выполнено для пространства Xn если и только если каждое выпуклое
ограниченное замкнутое подмножество Xn представимо как пересечение
замкнутых шаров; как следствие, в таком пространстве монотонная ли-
нейная связность замкнутого множества равносильна его выпуклости.
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Далее, для любого n > 3, Царьков [102] построил пример простран-
ства X ′n со свойством extS∗ = S∗, содержащего неограниченное невы-
пуклое чебышёвское множество M ′ (при этом любое ограниченное чебы-
шёвское множество в таком X ′n выпукло). Таким образом, M ′ служит
примером не монотонно линейно связного B-ацикличного (P -ациклич-
ного) множества (чебышёвского солнца). Далее, в пространстве Xn со
свойством extS∗ = S∗ класс брусов совпадает с классом выпуклых за-
мкнутых множеств (Алимов [125]). Соответственно, имея в нашем рас-
поряжение невыпуклое чебышёвское солнце M ′ в X ′n, мы можем найти
такую прямую (брус), пересечение которой сM ′ несвязно и, следователь-
но, не может быть солнцем, поскольку по известной теореме Кощеева–
Брауна (см. [75], [157], а также стр. 25) любое солнце в конечномерном
пространстве линейно связно.

В связи с этим же вопросом отметим, что Браун [156] ввел важ-
ный класс линейных нормированных пространств – так называемые
(BM )-пространства (см. § 3.1.7), которые оказались очень естественными
в задаче об m-связности солнц. Пространства класса (BM ) (в частности,
ℓ∞(n) и c0) являются “хорошими”, поскольку в них всякое ограниченно
компактное солнце m-связно (см. [156], [11]) и, следовательно, монотонно
линейно связно. Поскольку по теореме Власова ограниченно компактное
P -ацикличное множество является солнцем, то в таких пространствах
P -ацикличность влечет монотонную линейную связность. Также отме-
тим [159], что в конечномерном полиэдральном пространстве Xn каждое
солнце монотонно линейно связно если и только если Xn ∈ (BM). Со-
ответственно, ℓ1(n) /∈ (BM), n > 3, и поэтому в ℓ1(n) существует не
монотонно линейно связное солнце. Однако не известно, будет ли такое
солнце P -ацикличным (или даже хотя бы P -связным).

3.3. Монотонная линейная связность произвольного солнца в
c0. Монотонная линейная связность солнц и чебышевских мно-
жеств в пространствах типа C(Q). Устанавливается монотонная ли-
нейная связность произвольного солнца в пространстве c0. Доказывается
частично обратный результат: аппроксимативно компактное монотонно
линейно связное подмножество пространства c0 является солнцем. Стро-
ится пример монотонно линейно связного подмножества c0, являющегося
множеством существования, но не являющегося солнцем. Показывает-
ся, что ограниченно компактное строгое солнце, в частности ограниченно
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компактное чебышёвское множество, в C(Q) (Q – метрический компакт)
монотонно линейно связно, в частности, P -ациклично. Устанавливается,
что монотонно линейно связное чебышёвское множество в произвольном
линейном нормированном пространстве является солнцем.

Как следствие из теорем 3.2 и 3.5 вытекает, что ограниченно компакт-
ное строгое солнце в C(Q) экстремально P - иB-клеточноподобно (в част-
ности, P - и B-клеточноподобно), и значит, экстремально ограниченно
ациклично (P - и B-ациклично) и ограниченно экстремально солнечно (в
частности, P - и B-солнечно).

3.3.1. Монотонная связность солнц в пространствах типа C(Q). От-
правной точкой при исследовании монотонной связности в теории при-
ближений служит теорема Браесса [144], утверждающая монотонную ли-
нейную связность строгих солнц в пространстве ℓ∞(n), а также следу-
ющий результат Беренса и Хетцельта [137] (формулируемый в наших
терминах).

Теорема 3.B. Непустое подмножество пространства ℓ∞(n) явля-
ется солнцем тогда и только тогда, когда оно замкнуто и монотонно
линейно связно.

В следующей теореме [11] впервые найдено бесконечномерное про-
странство, не являющееся неквадратным, в котором всякое солнце связ-
но (и даже, более того, монотонно линейно связно).

Теорема 3.4. 1) Произвольное солнце в c0 монотонно линейно связ-
но.

2) m-связное (и, тем более, монотонно линейно связное) аппроксима-
тивно компактное непустое подмножество пространства c0 является
солнцем.

3) Пространство c0 содержит замкнутое монотонно связное мно-
жество, не являющееся δ-солнцем.

Таким образом, для аппроксимативно компактного множества в c0 его
солнечность эквивалентна его m-связности (монотонной линейной связ-
ности). Мы докажем теорему 3.4 ниже.

Для случая X = C(Q), Q – метризуемый компакт, результат Коще-
ева [75] о B-связности ограниченно компактных строгих солнц в бана-
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ховых пространствах можно усилить следующим образом (Алимов [12;
теорема 3]).

Теорема 3.5. Ограниченно компактное строгое солнце в простран-
стве C(Q) монотонно линейно связно и B-клеточноподобно.

Второе утверждение в теореме 3.5 частично обращает хорошо из-
вестную теорему Власова, согласно которой ограниченно компактное
P -ацикличное подмножество банахова пространства является солнцем.

Поскольку ограниченно компактное чебышёвское множество является
солнцем (см., например, Власов [50; теорема 4.4]), то из теоремы 3.5 мы
получаем

Следствие 3.5. Ограниченно компактное чебышёвское множество
в C(Q) монотонно линейно связно.

Теорема 3.5 будет доказана ниже.

Нам потребуются следующие вспомогательные утверждения. Предло-
жение 3.5 есть следствие того, что (X, | · |) является пространством Шура
(следствие 3.2).

Предложение 3.5. 1) Каждое из пространств c0 , c и ℓ∞ не явля-
ется полным по отношению к ассоциированной норме | · |;

2) для любых u, v ∈ c0 множество m(u, v) является полным про-
странством по отношению к | · |.

Предложение 3.6. Пусть u, v ∈ c0 . Тогда

1) m(u, v) – компактное подмножество c0;
2) если M ⊂ c0 – замкнуто, то m(u, v) ∩ M является
| · |-компактным множеством.

Доказательство предложения 3.6. Утверждение 1) следует из
(3.2) и критерия компактности в c0. 2) Рассмотрим произвольную по-
следовательность (xn) ⊂ M ∩ m(u, v). Пусть x – ее ∥ · ∥-предельная
точка в m(u, v), существующая по 1). Так как M – замкнуто, то
x ∈ M ∩ m(u, v). Теперь | · |-компактность M следует из неравенства
|y| 6 ∥y∥

∑
αi, которое выполнено для любого y ∈ c0. �

Доказательство теоремы 3.4. Предположим противное и рас-
смотрим солнце M ⊂ c0, не являющееся m-связным. Тогда по опре-
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делению существуют различные точки u, v ∈M такие, что(
m(u, v) \ {u, v}

)
∩M = ∅. (3.16)

Рассмотрим определенную в (3.8) ассоциированную норму | · | на c0.
1. Для каждого ε > 0 положим

Oε(M) = {x ∈ X | ρ(x,M) := inf
z∈M
∥x− z∥ 6 ε}, Aε = m(u, v)∩Oε(M).

Мы покажем, что для любого ε > 0 существует xε ∈ Aε такое, что

|xε − u| = |xε − v| =
1

2
|u− v|.

Отсюда будет следовать, что если x̄ – | · |-предельная точка для xε, су-
ществующая по предложению 3.6, то x̄ ∈ (m(u, v) \ {u, v}) ∩ M , что
противоречит предположению (3.16).

Мы можем считать, что ε < 1
2∥u − v∥. Если 0 < θ < ε/∥u − v∥, то

v + θ(u− v) ∈ Aε и

|(v + θ(u− v))− u| > 1

2
|u− v|.

Предположим, что x0 ∈ Aε, x0 ̸= u, v, |x0 − u| > 1
2|u − v| и что y –

солнечная точка (точка светимости) для x0. Из (3.16) имеем x0 /∈ M ,
поэтому y ̸= x0. Для простоты обозначений считаем x0 = 0.

2. Поскольку y – солнечная точка для 0 и u ∈ M , то [y, u] ∩
›

B(0, ∥y∥) = ∅ (см. Власов [50; лемма 3.1]); это эквивалентно тому, что
[y, y− (y−u)]∩

›

B(0, ∥y∥) = ∅. Так как по предложению 3.4 c0 является
(BM)-пространством, то из (3.13) следует, что

B(0, ∥y∥) ∩ (m(y, y − u) \ {y}) ̸= ∅,

что эквивалентно тому, что

B(y, ∥y∥) ∩ (m(0, u) \ {0, u}) ̸= ∅.

Предположим, что w содержится во множестве B(y, ∥y∥) ∩ (m(0, u) \
{0, u}). Тогда [0, w] тоже содержится в нем. Кроме того, ∥w − y∥ 6
∥y∥ 6 ε, так что

[0, w] ⊂ Oε(M) и (0, w] ⊂ m(0, u) \ {0, u},

откуда, по лемме 3.1,

|w′ − u| < |u| для любой точки w′ ∈ (0, w]. (3.17)
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Рассмотрим

aε = inf
{
|z − u|

∣∣ z ∈ Aε, |z − u| >
1

2
|u− v|

}
. (3.18)

Так как M замкнуто, то Oε(M) тоже замкнуто, откуда множество Aε

является | · |-компактным по предложению 3.6. Ясно, что множество{
z | |z − u| > 1

2
|u− v|

}
| · |-замкнуто. Поэтому в (3.18) инфимум достигается – скажем, в точке
xε. Отсюда xε ∈ Aε и |xε − u| > 1

2|u− v|.
Далее,

aε = |u− xε| =
1

2
|u− v| = |v − xe|,

иначе в противном случае (3.17) даст нам точку

w′ ∈ Oε(M) ∩m(u, v), |w′ − u| > |u− v|/2,

и окажется, что w′ находится | · |-ближе к u, чем xε – противоречие
с (3.18).

Докажем утверждение 2) в теореме 3.4. Пусть 0 /∈ M , ρ(0,M) =
1. Поскольку M аппроксимативно компактно, то PM0 ̸= ∅ компактно;
кроме того, множество

I = {i ∈ N | существует точка y ∈ PM0 такая, что |y(i)| = 1}

непусто и конечно. Обозначим k = max{i | i ∈ I}.
Для доказательства солнечности M в c0 воспользуемся леммой 3.1,

примененной к конечномерному пространству ℓ∞(k). Определим

M̂ = M ∩ {z | −1 < z(j) < 1 ∀ j > k + 1},
M ′ = projRk M̂ = {z = (z(1), . . . , z(k)) ∈ Rk | z ∈ M̂}.

(3.19)

По определению k имеем, что PM0 ⊂ M̂ и, следовательно, projRk(PM0) ⊂
M ′, т. е. оба множества из (3.19) непусты, причем M ′ содержится в ко-
нечномерном координатном подпространстве Rk.

Пусть ẑ ∈ M̂ . Понятно, что M̂ ∩
›

Bc0
= ∅, откуда |ẑ(i)| > 1 для

некоторого i. Из (3.19) имеем, что i ∈ {1, . . . , k}. Это влечет, что
| projRk ẑ(i)| > 1. Следовательно, M ′ ∩

›

BRk = ∅.
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Рассмотрим замыкание clM ′ множества M ′ в Rk. Убедимся, что
PM ′0 = PclM ′0. Для этого рассмотрим последовательность (y′n) ⊂ M ′,
y′n → y′ ∈ Pcl M ′0. Выберем ŷn ∈ M̂ таким образом, что projRk ŷn = y′n.
Из (3.19) вытекает, что ρRk(0, clM ′) = 1. Имеем: (ŷn) – минимизиру-
ющая последовательность из M̂ ⊂ M для 0. Поскольку M аппрокси-
мативно компактно, то (ŷn) содержит сходящуюся к некоторой точке
y ∈ M подпоследовательность. Ясно, что ∥y∥ = 1, т. е. y ∈ PM0. Теперь
из (3.19) имеем, что y ∈ M̂ . Окончательно, projRk y = y′ ∈ M ′, что и
требовалось доказать.

Норма пространства c0 естественным образом индуцирует на Rk

ℓ∞-норму, поэтому отождествим Rk с пространством ℓ∞(k). То-
гда m-связность замкнутого множества в ℓ∞(k) равносильна его
| · |-выпуклости относительно ассоциированной нормы (3.8) (в нашем слу-
чае в качестве ассоциированной нормы можно взять ℓ1-норму).

Множество M по условию замкнуто и m-связно. Установим, что
clM ′ ⊂ ℓ∞(k) будет (метрически) ℓ1-выпуклым множеством. Пусть
u, v ∈ clM ′, (un), (vn) ⊂M ′, un → u, vn → v. Выберем точки ûn, v̂n ∈ M̂
таким образом, что projRk ûn = un, projRk v̂n = vn. По лемме 3.A для каж-
дого n найдется геодезический сегмент (монотонная кривая) k̂n(·) ⊂ M
(его длина равна расстоянию между соединяемыми им точками), соеди-
няющий ûn и v̂n. Из равенства m(·, ·) = [[·, ·]] имеем, что k̂n(·) ⊂ M̂

и что kn(·) := projRk k̂(·) ⊂ M ′ является монотонной дугой, соеди-
няющей un и vn. В силу монотонности по t координатных функций
k

(i)
n (·), i = 1, . . . , k, для каждого n найдется точка zn ∈ kn(·) такая,

что |zn − un| = |un − vn|/2. В Rk последовательность (zn) обладает схо-
дящейся подпоследовательностью. Пусть z – ее предельная точка. Тогда
|z − u| = |u− v|/2 и z ∈ m(u, v) по лемме 3.1.

Итак, множество clM ′ ⊂ Rk замкнуто и ℓ1-выпукло причем

›

BRk(0, 1) ∩ clM ′ = ∅, ρRk(0,M ′) = 1 и PclM ′0 = PM ′0.

Применяя лемму 3.1 имеем, что clM ′ – солнце в ℓ∞(k). Пусть y′0 – сол-
нечная точка из clM ′ ⊂ ℓ∞(k) для 0; по доказанному выше, y′0 ∈ M ′.
Пусть y0 ∈ M̂ такая точка, что projRk y0 = y′0.
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Переставляя при необходимости координаты 1, . . . , k, без ограничения
общности считаем, что y′0 = (1, . . . , 1, η(l+1), . . . , η(k)). Тогда

y0 = (1, . . . , 1, η(l+1), . . . , η(k), η(k+1), . . . ), где |η(j)| < 1 для всех j > l+1.
(3.20)

Так как clM ′ – солнце в ℓ∞(k), то
›

KRk(y′0, 0) ∩M = ∅ (3.21)

по теореме 1.A; здесь, по (3.29) и (3.20)
›

KRk(y′0, 0) = {z ∈ Rk | z(i) < 1 для всех i = 1, . . . l},
›

K(y0, 0) = {z ∈ c0 | z(i) < 1 для всех i = 1, . . . l}.

Установим, что
›

K(y0, 0) ∩M = ∅. (3.22)

Из (3.21) и (3.19) вытекает, что M̂ ∩
›

K(y0, 0) = ∅. Предположим, что
(3.22) неверно. Тогда найдется точка v ∈ M ∩

›

K(y0, 0), v /∈ M̂ . Так как
замкнутое множество M по условию m-связно, то по лемме 3.A найдется
геодезический сегмент k(·) : [0, 1] → M , соединяющий v и y0; считаем
k(0) = v, k(1) = y0.

Обозначим J = {j ∈ [l + 1, k] | |v(j)| > 1}, J = {j > k | |v(j)| > 1}.
Поскольку v ∈M \ M̂ , то J ̸= ∅; кроме того, J и J конечны. Положим

t∗ = max{t ∈ [0, 1] | найдется номер j ∈ J ∪ J такой, что |k(j)(t)| > 1}.

Поскольку y0 ∈ M̂ и кривая k(·) непрерывна, то t∗ < 1.
Далее, пусть J∗ = {j ∈ J | |k(j)(t∗)| = 1}, J∗ = {j ∈ J | |k(j)(t∗)| = 1}.

По крайней мере одно из этих множеств непусто.
Предположим, что J∗ ̸= ∅. Тогда ∥k(t∗)∥ = 1. Имеем: k(t∗) ∈ PM0,

но, в силу условия J∗ ̸= ∅, это противоречит определению k.
Теперь считаем, что J∗ ̸= ∅ (J∗ = ∅ по доказанному выше). Имеем:

v ∈ M̂ . Но ранее доказано, что v /∈ M̂ . Противоречие.
Итак, предположение, что

›

K(y0, 0) ∩ M ̸= ∅ было неверно, откуда
M – солнце в c0 по теореме 1.A. Пример монотонно линейно связного
множества существования в пространстве c0, не являющегося α-солнцем,
строится в примере 3.1. Теорема 3.4 доказана. �

Пример 3.1. Построим пример монотонно линейно связного мно-
жества существования в пространстве c0, не являющегося α-солнцем
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(и, следовательно, солнцем). Рассмотрим конус K = {x | x(i) 6 1, i =
1, 2, . . . } и в качестве искомого множества M рассмотрим пересечение K
с единичной сферой:

M := K ∩ S = {x ∈ S | x(j) = 1 для некоторого j = j(x)} (3.23)

(число таких j, для которых x(j) = 1, конечно). Любая точка из M
является ближайшей для точки 0 /∈M , ρ(0,M) = 1.

Пусть s ∈ S. Для σ = ±1 положим Σσ = {i ∈ N | s(i) = σ}. Ясно, что
card Σσ <∞. Предположим, что

›

K(s, 0) ∩M = ∅. (3.24)

В силу определения Σσ опорный конус
›

K(s, 0) имеет вид
›

K(s, 0) = {x ∈ c0 | x(i) < 1, i ∈ Σ1, x(i) > −1, i ∈ Σ−1}.

Рассмотрим точку v ∈ c0, где

v(i) ∈ (−1, 1), i ∈ Σ±1, vj = 1 при некотором j /∈ Σ±1.

Ясно, что v ∈
›

K(s, 0), а в силу (3.23) имеем v ∈ M , что противоречит
предположению (3.24). Таким образом,

›

K(s, 0) ∩M ̸= ∅ для любой точки s ∈ S. (3.25)

Следовательно, по теореме 1.A множество M не является α-солнцем (а
значит, и солнцем). Используя (3.25) непосредственно проверяется, что
замкнутый шар B(0, 1 − ε) нельзя поместить в замкнутый шар B(u,R)
сколь угодно большого радиуса R, B(u,R)∩M = ∅. Отсюда M не явля-
ется почти выпуклым множеством, а значит и не является δ- и γ-солнцем
(Власов, [50; теорема 3.3]).

Покажем, что M монотонно линейно связно. Для v ∈ M положим
J(v) = {j | v(j) = 1}. Пусть x, y ∈M . Рассмотрим точку

z = (z(i)), где zi =

{
1, если i ∈ J(x) ∪ J(y),

x(i) в противном случае.

Ясно, что [x, z]∪[z, y] ⊂M . Покоординатная монотонность естественной
параметризации ломаной [x, z] ∪ [z, y] следует из построения.

Для доказательства теоремы 3.5 нам потребуются несколько вспомо-
гательных утверждений (Алимов [12]), имеющих самостоятельный инте-
рес.
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Для подпространства L ⊂ C(Q) посредством π(·) обозначим
фактор-отображение π : C(Q) → C(Q)/L. Пусть L ∈ cAffk(C(Q)) –
координатное (экстремальное) подпространство конечной коразмернос-
ти k. Иными словами,

L = {x | x(θ1) = 0, . . . , x(θk) = 0}

для некоторого выбора различных точек θ1, . . . , θk ∈ Q. Несложно ви-
деть, что C(Q)/L естественным образом отождествляется с ℓ∞(k),

∥π(x/L)∥C(Q)/L = ∥sk(x)∥ℓ∞(k),

при этом мы отождествляем π(·) = sk(·), где sk(x) = (x(θ1), . . . , x(θk)).

Теорема 3.6. Пусть M – компактное строгое солнце в C(Q) и
пусть L ⊂ cAffk(C(Q)) – координатное подпространство конечной ко-
размерности k . Тогда π(M) – компактное строгое солнце в фактор-
пространстве C(Q)/L.

Лемма 3.4. Пусть M ⊂ C(Q) – ограниченно компактное строгое
солнце в C(Q). Предположим, что M ∩

›

B(θ, r) ̸= ∅ для некоторых
θ ∈ C(Q), r > 0. Тогда M ∩ B(θ, r) – компактное строгое солнце
в C(Q).

Замечание 3.5. УсловиеM∩
›

B(θ, r) ̸= ∅ в лемме 3.4 нельзя заменить
на условие M ∩ B(θ, r) ̸= ∅. Действительно, автором [5] (см. также
замечание 4.1) построен пример строгого солнца M в ℓ∞(3) такого, что
M ∩

›

B(θ, r) = ∅, M ∩ B(θ, r) ̸= ∅ для некоторого шара B(θ, r), однако
M ∩ B(θ, r) не является строгим солнцем (являясь, однако, солнцем)
в ℓ∞(3).

При доказательстве леммы 3.4 нам потребуется следующий результат
Брозовского–Вегмана (см., например, Брозовский и Вегман [150], Бро-
зовский и Вебер [151], Брозовский [148], Зингер [256; § 5.3]). Подмно-
жество M ⊂ C(Q) называется регулярным (по Брозовскому–Вегману),
если для любых x, y ∈ M и для любого замкнутого множества A ⊂ Q

такого, что inft∈A |x(t) − y(t)| > 0, элемент y содержится в замыкании
множества (

vn(t)− y(t)) (x(t)− y(t)
)
> 0 для всех t ∈ A. (3.26)

В этом случае пишем (x, y) ∈ Reg(M).
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Лемма 3.C. Пусть M ⊂ C(Q). Тогда M регулярно в том и только
том случае, если M – строгое протосолнце (т.е. для любых точек x ∈
X \M и y ∈ PMx выполнено y ∈ PM [(1− λ)y + λx] для всех λ > 0).

В лемме 3.C не предполагается, что PMx непусто для любого x. Одна-
ко, если PMx ̸= ∅ для любого x, то строгое протосолнце M есть строгое
солнце.

Мы также воспользуемся следующим техническим результатом (Али-
мов [12]). Пусть w, u, v ∈ C(Q), u, v ∈ B(w,R), ∥w − v∥ < R. δ > 0
обозначим Aδ = {t ∈ Q | |u(t) − v(t)| > δ}. Рассмотрим множество
m̊δ(u, v), состоящее из всех точек z ∈ C(Q), для которых выполнено
включение

z(t) ∈

{(
u(t), v(t)

)
, t ∈ Aδ;(

min
{
u(t), v(t)

}
− δ, max

{
u(t), v(t)

}
+ δ

)
, t ∈ Q \ Aδ.

(3.27)

Предложение 3.7. Если 0 < 2δ < R− ∥w − v∥, то m̊δ(u, v) ⊂
›

B(w,R).

Доказательство предложения 3.7. Пусть z ∈ m̊δ(u, v) и t ∈ Aδ.
Тогда z(t) ∈ (u(t), v(t)). Отсюда следует

|z(t)− w(t)| < max{|u(t)− w(t)|, |v(t)− w(t)|} 6 R,

что и требуется. Пусть теперь t ∈ Q \ Aδ. Тогда u(t) − w(t) + δ 6
|u(t)− w(t)|+ δ 6 |u(t)− v(t)|+ |v(t)− w(t)|+ δ < δ + R − 2δ + δ = R,
поскольку |u(t)− v(t)| < δ и

|v(t)− w(t)| < R− 2δ, v(t)− w(t) 6 |v(t)− w(t)|+ δ < R− 2δ.

Как следствие z(t) ∈ (min{u(t), v(t)}− δ,max{u(t), y(t)}+ δ) и, следова-
тельно, |z(t)− w(t)| < R. Предложение 3.7 доказано. �

Доказательство леммы 3.4. Поскольку M ограниченно ком-
пактно, то и M ∩ B(θ, r) ограниченно компактно, откуда, очевидно,
PM∩B(θ,r)z ̸= ∅ для любого z ∈ C(Q). Без ограничения общности счи-
таем, что 0 ̸∈ M ∩ B(θ, r), ρ(0,M ∩ B(θ, r)) = 1, y ∈ PM∩B(θ,r). Для
доказательства строгой солнечности пересечения M ∩B(θ, r) нам по тео-
реме 1.A нужно показать, что

›

K(y, 0) ∩ (M ∩B(θ, r)) = ∅.
Для краткости обозначим B = B(0, 1),

›

B =
›

B(0, 1).
Если B ∩

›

B(θ, r) = ∅, то, из (3.29) следует, что
›

K(y, 0) ∩ B(θ, r) = ∅,
что и требуется. Итак, далее считаем, что B ∩

›

B(θ, r) ̸= ∅.
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Предположим противное: пусть x ∈
›

K(y, 0) ∩ (M ∩ B(θ, r)). Сначала
рассмотрим случай x ∈

›

B(θ, r).
Так как x ∈

›

K(y, 0), то [x, y]∩
›

B ̸= ∅ (см. Власов [50; лемма 3.1]). Это
означает, что точка xα := αx + (1 − α)y при малых α > 0 содержится
в шаре

›

B (и, понятно, в шаре
›

B(θ, r). Зафиксируем такое малое α.
Выберем δ > 0 из условий 2δ < 1− ∥xα∥, 2δ < r − ∥xα − θ∥, и положим

Aδ = {t ∈ Q | |xα(t)− y(t)| > δ}.

Ясно, что Aδ ̸= ∅. По предложению 3.7, примененному к наборам y = u,
xα = v, w = 0, R = 1 и y = u, xα = v, w = θ, R = r, получим, что
m̊δ(xα, y) ⊂

›

B ∩
›

B(θ, r).
Для точек y, x ∈ M и замкнутого множества Aδ выберем, в соответ-

ствии с леммой 3.C, последовательность (vn) ⊂M , такую, что

vn → y, (vn(t)− y(t)) (x(t)− y(t)) > 0 для всех t ∈ Aδ.

Установим, что для больших n выполнено vn ∈ m̊δ(xα, y). Действитель-
но, по δ выберем номер N такой, что ∥vn− y∥ < δ для всех n > N . Если
t ∈ Aδ и n > N , то |xα(t)− y(t)| > δ, откуда vn(t) ∈ (y(t), xα(t)); а если
t ∈ Q \ Aδ, то, поскольку ∥vn − y∥ < δ, то для vn выполнено

vn(t) ∈ (min{xα(t), y(t)} − δ,max{xα(t), y(t)}+ δ).

Итак,
vn ∈ m̊δ(xα, y), n > N.

Выше, однако показано, что m̊(xα, y) ⊂
›

B ∩
›

B(θ, r), откуда vn ∈M , vn ∈
B(θ, r), vn ∈

›

B при n > N . Это противоречит тому, что ρ(0, B(θ, r) ∩
M) = 1.

Пусть теперь ∥x− θ∥ = r, x ∈
›

K(y, 0) ∩M . По доказанному выше мы
считаем, что множество

›

K(y, 0) ∩
›

B(θ, r) не содержит точек из M . По
условию найдется точка w ∈

›

B(θ, r) ∩M . Для числа β > 0 рассмотрим
точку wβ = βw + (1 − β)x. Поскольку точка x содержится в открытом
множестве

›

K(y, 0), то wβ ∈
›

K(y, 0) при всех малых β > 0. Зафиксируем
такое β. Так как x,wβ ∈

›

K(y, 0), то по определению,

x,wβ ∈
›

B(−dy, (d+ 1)) при достаточно большом d > 0.

Выберем число δ из условий 0 < 2δ < r−∥wβ∥, 0 < 2δ < d+ 1−∥−dy−
wβ∥. Положим

Aδ = {t | |x(t)− wβ(t)| > δ}.
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Для точек x,w ∈ M и замкнутого множества Aδ выберем, в соответ-
ствии с леммой 3.C, последовательность (vn) ⊂M , такую, что

vn → x, (vn(t)− x(t)) (w(t)− x(t)) > 0 для всех t ∈ Aδ.

Выберем номер N такой, что ∥vn − x∥ 6 δ при n > N . Как и выше,
несложно установить, что vn ∈ m̊δ(x,wβ) при n > N . По предложе-
нию 3.7, примененному к наборам x = u, wβ = v, w = θ, R = r и
x = u, wβ = v, w = −dy, R = (d + 1), получим, что m̊δ(wβ, x) ⊂
›

B(θ, r) ∩
›

B(−dy, (d + 1)), т.е. m̊δ(wβ, x) ⊂
›

B(θ, r) ∩
›

K(y, 0). Но vn ∈ M ,
vn ∈ m̊δ(x,wβ), откуда

vn ∈
›

B(θ, r) ∩
›

K(y, 0).

Противоречие с тем, что множество
›

K(y, 0) ∩
›

B(θ, r) не содержит точек
из M .

Итак, предположение, что
›

K(y, 0)∩ (M ∩B(θ, r)) ̸= ∅ было неверно и
M ∩B(θ, r) – строгое солнце в C(Q). Лемма 3.4 доказана. �

Доказательство теоремы 3.6. Отождествим C(Q)/L с простран-
ством ℓ∞(k). Если π(M) = ℓ∞(k), то доказывать нечего. Пусть x′ ∈
ℓ∞(k), x′ /∈ π(M). Образ π(M) компактного множестваM при непрерыв-
ном отображении π(·) компактен в ℓ∞(k). Следовательно, Pπ(M)x

′ ̸= ∅.
Пусть y′ – ближайшая точка из π(M) для x′. Не ограничивая общности
считаем x′ = 0, ∥x′ − y′∥ = 1. Из того, что ρ(x′, π(M)) = 1 следует, что
если z ∈M , то ρ(z, L) > 1.

Пусть y ∈ π−1(y′). Тогда ρ(y, L) = 1. Поскольку L – координатное
подпространство конечной коразмерности, то L является множеством
существования, т. е. найдется x ∈ L такой, что ∥x − y∥ = 1. Ясно, что
π(x) = x′. Пусть Θ = {θj1, . . . , θjn

} ⊂ {θ1, . . . , θk} – все точки из Q, в
которых |y′(θji

)| = 1. Понятно, что 0 < n 6 k. Пусть теперь

Z± = {θ ∈ Q | (y − x)(θ) = ±1},
A+ = {θ ∈ Q | (y − x) > 0}, A− = {θ ∈ Q | (y − x) 6 0}.

Ясно, что θj1, . . . , θjn
∈ Z±,

Если неотрицательная часть (y − x)+ функции y − x не тождественно
равна нулю, то обозначим δ = max{(y − x)(θ) | θ ∈ A}, (0 < δ 6 1), и
положим D+ = {θ | (y − x)(θ) = δ}. Теперь к замкнутым множествам
Θ ∩ A+ и D+ применим большую лемму Урысона, получая функцию h′
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такую, что

h′|Θ∩A+ = 0, h′|D+ = 1/2, 0 < h′|Q\(Θ∩D+) < 1/2.

Если (y − x)+ ≡ 0, то полагаем h′|A+ = 0.
Аналогично рассматриваем неположительную часть (y−x)− функции

y − x, получая функцию h′′. Полагая h = h′ + h′′, имеем h ∈ L и

hΘ = 0, |h|D+∪D− = 1/2, −1/2 < h(q) < 1/2 при q ∈ Q\(Θ∪D+∪D−).

Тогда (y−(x+h))(θji
) = (y−x)(θji

) = y(θji
) = ±1, |(y−(x+h))(θ)| < 1

при θ ∈ Q \Θ.
Обозначим x̂ = x+h. Тогда x̂ ∈ L, y ∈ PM x̂. По теореме 1.A

›

K(y, x̂)∩
M = ∅, а из (3.29)

›

K(y, x̂) =
›

K(y − x̂, 0) + x̂ = {z | ε1z(θj1) < ε1, . . . , εkz(θjk
) < εk},

где εi = sign((y − x)(θij)) = {±1}, i = 1, . . . , k. Переходя в простран-
ство ℓ∞(k) имеем, что π(

›

K(y, x̂)) =
›

K(y′, π(x̂)) =
›

K(y′, 0) = {z′ ∈
ℓ∞(k) | ε1z

′(1) < ε1, . . . , εkz
′(k) < εk} и, поскольку

›

K(y, x̂) ∩M = ∅,
то

›

K(y′, 0)∩ π(M) = ∅, откуда π(M) – строгое солнце в ℓ∞(k) по теоре-
ме 1.A. Теорема 3.6 доказана. �

Доказательство теоремы 3.5. Пусть M ⊂ C(Q) – ограниченно
компактное строгое солнце. Рассмотрим x, y ∈M и выберем достаточно
большой шар B(θ, r) таким образом, чтобы x, y ∈

›

B(θ, r). По лемме 3.4
M ∩ B(θ, r) – компактное строгое солнце в C(Q). Для любого коор-
динатного подпространства L ⊂ cAffk(C(Q)) конечной коразмерности k
множество (M ∩B(θ, r))/L является строгим солнцем в C(Q)/L = ℓ∞(k)
по теореме 3.6. По известной теореме Беренса и Хетцельта (теорема 3.A
ниже) солнца в ℓ∞(n) монотонно линейно связны. Применяя лемму 3.2,
получаем, что множество M ∩B(θ, r), а следовательно, и исходное мно-
жество M m-связно, а из теоремы 3.2, поскольку M ограниченно ком-
пактно, следует монотонная линейная связность M .

3.4. Солнечность чебышёвских множеств. Вопрос о солнечно-
сти чебышёвских множеств изучался Н. В. Ефимовым, С. Б. Стечкиным,
В. Кли, Л. П. Власовым, И. Г.Царьковым, С. В. Конягиным и др. Отме-
тим работы Власова [50], Балаганского и Власова [29], Карлова и Царь-
кова [66], Брауна [156], Брозовского, Дойча, Ламберта и Морриса [152].
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В конечномерном пространстве чебышёвское множество является солн-
цем. Ч. Данхем [180] (см. тж. [152]) построил пример локально ком-
пактного чебышёвского множества в C[0, 1], не являющегося солнцем.
В общем случае для доказательства солнечности множества на него на-
кладываются, как правило, ограничения типа компактности или непре-
рывности метрической проекции PM (см. Власов [50; гл. 3], Балаганский
и Власов [29; гл. I, § 2]). Классическим является результат Л. П.Власова,
который утверждает, что ограниченно компактное P -ацикличное множе-
ство (в частности, чебышёвское множество) в банаховом пространстве
является солнцем [50; теорема 4.4]. Власов также показал, что в банахо-
вом пространстве локально компактное чебышёвское множество с непре-
рывной метрической проекцией PM является солнцем (см., например,
[66]). Отметим также, что в C(Q) или C0(Q) чебышёвское множество
с непрерывной метрической проекцией (в частности, аппроксимативно
компактное чебышёвское множество) является солнцем Браесс [144] и
Алимов [123].

Имеет место следующий результат (Алимов [15], [16]): солнечность
произвольного чебышёвского множества в линейном нормированном
пространстве устанавливается при наложении структурных ограничений
типа связности.

Теорема 3.7. Пусть M – монотонно линейно связное подмноже-
ство линейного нормированного пространства. Предположим, что
PMx = {y} для некоторого x /∈ M . Тогда x – точка солнечности (y –
точка светимости).

Как следствие, монотонно линейно связное чебышёвское множество
в линейном нормированном пространстве является солнцем.

Замечание 3.6. Теорему 3.7 можно рассматривать как первый ре-
зультат, в котором солнечность чебышёвского множества устанавлива-
ется при наложении на него структурных ограничений типа связности.
В частном случае пространств типа C(Q) теорема 3.7 была получена
автором в [12].

Доказательство теоремы 3.7. И. Зингеру и А.Л. Гаркави (см.
также В. Фонф [97]) принадлежит удачная идея использовать в общих
теоремах экстремальные функционалы единичной сферы S∗ сопряжен-
ного пространстваX∗. Полезным инструментом при этом явилась лемма
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о продолжении экстремальных функционалов, сформулированная Зин-
гером в [59] и доказанная в полном объеме Г. Шоке [163] и Гаркави [51],
[52].

В частности, Зингером получен следующий результат [257]. Пусть
G ⊂ X – линейное подпространство, x ∈ X \G. Предположим, что для x
существует элемент наилучшего приближения g0 из G. Тогда найдется
экстремальная гиперплоскость H0, проходящая через точку g0, отделя-
ющая 0 от шара B(x, ∥x− g0∥), и являющаяся опорной к нему.

Как следствие, для произвольного x ∈ X,

∥x∥ = max
f∈S∗

f(x) = sup
f∈maxS∗

f(x). (3.28)

Далее, пусть y, x ∈ X, y ̸= x, p := (y − x)/∥y − x∥. Обозначим
через Σp множество функционалов из S∗, достигающих в точке p своего
максимума на единичном шаре B. Тогда [50; лемма 3.1]
›

K(y, x) = {z | f(z) < f(y) ∀f ∈ Σp} = {z | f(z) < f(y) ∀f ∈ Σp∩extS∗}.
(3.29)

Здесь
›

K(y, x) – открытый опорный конус к шару B(x, ∥x − y∥) в его
граничной точке y (см. (1.1))

Из указанного результата Зингера следует, что любая точка, не ле-
жащая в замкнутом шаре отделима от него посредством экстремальной
(аффинной) гиперплоскости (результат, являющийся частным следстви-
ем характеризации брусов через строгую отделимость экстремальными
функционалами [126]).

Продолжая доказательство теоремы 3.7 предположим, что M – мо-
нотонно связное чебышёвское множество в X, не являющееся солн-
цем. Тогда согласно лемме 1.A найдется точка x /∈ M такая, что
›

K(y, x) ∩M ̸= ∅, где PMx = {y}. Не ограничивая общности считаем,
что x = 0 и ρ(x,M) = 1. Пусть u ∈M∩

›

K(y, x) и пусть k(τ), 0 6 τ 6 1, –
непрерывная монотонная кривая, соединяющая y и u, k(0) = y, k(1) = u.
По определению опорного конуса (1.1) найдется r > 1 такое, что

u ∈
›

B(zr, αr) ⊂
›

K(y, x), y ∈ S(zr, αr),

где zr = −ry + (r + 1)x, αr = (r + 1). Обозначим

k̊(·) := k(·) \ {u, y}.
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Тогда, в силу (3.28) и того, что PMx = {y} имеем

k̊(·) ⊂
›

B(zr, αr) ⊂
›

K(y, x).

Предположим, что k̊(·) ∩
›

B = ∅. Выберем последовательность точек
vn ∈ k̊(·), vn → y. В силу указанного результата Зингера об отделимости
экстремальной гиперплоскостью для каждого n найдутся функционал
fn ∈ extS∗ и число dn > 1 такие, что экстремальная гиперплоскость
{z | fn(z) = dn} отделяет точку vn от шара B. Так как кривая k(·)
монотонна, то fn(vn) ∈ [fn(y), fn(u)]. Поскольку шар B∗ w∗-компактен,
то последовательность (fn) имеет в слабой топологии предельную точку
f ∈ S∗. Поскольку dn → 1, то переходя к сетям имеем

f(y) = 1 и f(u) > 1.

В силу (3.29) последнее противоречит исходному предположению u ∈
›

K(y, x).
Итак, случай k̊(·)∩

›

B = ∅ невозможен. Но случай k̊(·)∩
›

B ̸= ∅ также
невозможен, поскольку по предположению

›

B ∩ M = ∅, а k(·) ⊂ M .
Полученное противоречие доказывает теорему 3.7. �

Ответ на обратный вопрос о монотонной связности чебышёв-
ских множеств в общем случае не известен (см. замечание 3.4 на
стр. 107). При этом, конечно, ответ положителен для конечномерных
(BM )-пространств, в которых любое солнце (а значит, и чебышёвское
множество) монотонно линейно связно.
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3.5. Монотонная линейная связность R-слабо выпуклых мно-
жеств в линейных нормированных пространствах с линейной
вкладываемостью шаров (BEL). В последнее время интенсивное
развитие получила теория R-слабо выпуклых множеств (см. моногра-
фию Г.Е. Иванова [61] и работы Г.Е. Иванова и М. В. Балашова [31], [62],
Г. Е. Иванова и М. С. Лопушански [64], А. Р. Алимова [125], [124] и цити-
рованную там литературу). Интерес к R-слабо выпуклым множествам
обусловлен их приложением к теории экстремальных задач, задачам оп-
тимального управления, теории дифференциальных игр, теории прибли-
жений и теории многозначных отображений (см., например, [61]).

Пусть R > 0 и x, y ∈ X, ∥x− y∥ < 2R. Множество

DR(x, y) =
∩

x,y∈B(z,R)

B(z, R)

называется R-сильно выпуклым отрезком [61], [31]. Подмножество M ⊂
X называется R-слабо выпуклым7 [31], если

(DR(x, y) \ {x, y}) ∩M ̸= ∅ ∀x, y ∈M, 0 < ∥x− y∥ < 2R. (3.30)

Ниже мы рассматриваем вопрос об m-связности (связности по Мен-
геру) и монотонной линейной связности R-слабо выпуклых множеств в
пространстве C(Q) и в более общих пространствах. При этом естествен-
но возникает класс пространств (BEL) с линейной вкладываемостью
шаров (такие пространства определяются ниже в § 3.5.2), а также про-
странства с длиннореберными (реберно-антиподальными) шарами (см.
§ 3.5.2). Сразу отметим, что C(Q) и ℓ1(n) ∈ (BEL)). Устанавливает-
ся, что R-слабо выпуклое множество M в пространстве X ∈ (BEL)
m-связно (связно по Менгеру) при естественном ограничении на разброс
точек M . Показывается, что замкнутое подмножество M конечномер-
ного пространства X ∈ (BEL) является R-слабо выпуклым множеством
при некотором R > 0 если и только если M есть дизъюнктное объедине-
ние монотонно линейно связных солнц, причем хаусдорфово расстояние
между любыми компонентами связности множества M не менее 2R. По-
путно дается характеризация трехмерных пространств с длинноребер-
ным единичным шаром.

7В терминологии Балашова–Иванова [61], [31] – слабо выпуклым по Виалю с кон-
стантой R > 0.
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В теореме 3.8 получена характеризация трехмерных пространств X ∈
(BEL). Оказывается, что такими пространствами в точности являют-
ся пространства, единичный шар которых является кубом или октаэд-
ром. Для пространств C(Q) и более общих пространств из класса (BEL)
в теоремах 3.9 и 3.10 показано, соответственно, что R-слабо выпуклое
подмножество m-связно (при естественном ограничении на разброс то-
чек множества M); при условии замкнутости M и конечномерности X
показывается, что каждая компонента связности множества M монотон-
но линейно связна и является солнцем (теорема 3.12).

При исследовании связности R-слабо выпуклых множеств в простран-
ствах типа C(Q) важным оказывается факт, что в таких пространствах
класс R-слабо выпуклых множеств совпадает (за исключением вырож-
денных случаев) с классом m-связных (по Менгеру) множеств (пред-
ложение 3.11). Аналогичным свойством обладают конечномерные про-
странства с длиннореберным (реберно-антиподальным) единичным ша-
ром (необходимые определения даны на стр. 130).

3.5.1. Вспомогательные утверждения. Промежутки. Чебышёвские
центры. Отделимость промежутков экстремальными гиперплоскостями.

Определение 3.2. Множество ∅ ̸= Π ⊂ C(Q) называется проме-
жутком, если для всех f1, f2 ∈ Π выполнено [[f1, f2]] ⊂ Π.

А.А. Васильевой [47], [48] установлено, что подмножество Π ⊂ C(Q)
является замкнутым промежутком если и только если Π представимо
в виде Π = [[f1, f2]], где f1, f2 : Q → R, f1 6 f2, f1 – полунепрерывна
сверху на Q, а f2 – снизу.

Имея в своем распоряжении понятие интервала (определенного
в (3.4)), мы можем по аналогии с вышесказанным определить понятие
промежутка в линейном нормированном пространстве X.

Определение 3.3. Множество ∅ ̸= Π ⊂ X называется промежут-
ком, если [[x, y]] ⊂ Π для всех x, y ∈ Π.

Любой замкнутый шар является замкнутым промежутком. Действи-
тельно, пусть u, v ∈ B. Если для какого-либо w ∈ B имеем f(w) ∈
[f(u), f(v)] для любого f ∈ extS∗, то по теореме Крейна–Мильмана это
неравенство распространяется на все f ∈ S∗, откуда ∥w∥ 6 1, т.е. w ∈ B.
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Отметим, что функциональные промежутки естественно возникают
в выпуклом и нелинейном анализе, в задачах теории приближений
(К. Франчетти и Е. У. Чени [187]), в задаче о расстоянии до чебышёвского
подпространства, в теоремах о сильной единственности экстремальных
элементов в этой задаче (С. Я. Хавинсон [101]), а также в задаче оценки
поперечников функциональных классов при пересечении с промежутка-
ми (А.А. Васильева [49]).

Напомним, что величина

α(M) := inf
u∈X

sup
x∈M
∥x− u∥

называется чебышёвским радиусом множества ∅ ̸= M ⊂ X. Множе-
ством решений (возможно пустым) данной задачи на минимакс является
множество

E(M) = {u ∈ X | sup
x∈M
∥x− u∥ = α(M)},

называемое чебышёвским центром (или множеством чебышёвских
центров) множества M .

В 1968 г. Замятин и Кадец показали, что произвольное ограниченное
подмножество пространства C(Q) всегда имеет непустой чебышёвский
центр (Q – произвольное топологическое пространство) и дали характе-
ризацию (в случае нормального Q) чебышёвского центра E(M) ограни-
ченного множества M ⊂ C(Q), которую мы сформулируем в ослаблен-
ном виде для случая компактных M (см. У. Чени [161; стр. 50]). Пусть
M – компактное множество в C(Q), α – чебышёвский радиус множе-
ства M . Тогда чебышёвский центр множества M имеет следующий
вид:

E(M) = {y ∈ C(Q) | Ω(t)− α 6 y(t) 6 ω(t) + α} ̸= ∅, (3.31)

где
Ω(t) = max

x∈M
x(t), ω(t) = min

x∈M
x(t); (3.32)

при этом α = 1
2∥Ω− ω∥. В частности, E(M) = E(Ω, ω) := E({Ω, ω}).

Нам потребуется утверждение об отделимости экстремальными гипер-
плоскостями (экстремальной отделимости) интервалов и промежутков
функций в пространствах с чебышёвской нормой (предложение 3.8).
Введем необходимые определения.
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Множества ∅ ̸= M1,M2 ⊂ X называются экстремально отделимы-
ми, если sup (f,M1) 6 inf(f,M2) для некоторого f ∈ extS∗. В случае
строгого неравенства отделимость называется строгой.

Следующее важное свойство экстремальной отделимости непересекаю-
щихся промежутков в C(Q) может быть получено с использованием тео-
ремы Гаркави–Замятина–Катетова о продолжении непрерывных функ-
ций [54; лемма 3].

Предложение 3.8. Любые два непересекающихся замкнутых про-
межутка в пространстве C(Q) строго экстремально отделимы.

Следующий результат (Алимов [124]) нам потребуется при доказатель-
стве предложения 3.9.

Лемма 3.5. Пусть X = C(Q), Q – метрический компакт. Предпо-
ложим, что u, v ∈ B , ∥u− v∥/2 =: r < 1. Тогда

E(u, v) ∩B(0, 1− r) ̸= ∅. (3.33)

Доказательство леммы 3.5. Рассуждая от противного предполо-
жим, что E(u, v) ∩ B(0, 1 − r) = ∅. Согласно (3.31), множество E(u, v)
является замкнутым интервалом (а значит, и замкнутым промежутком),
а по предложению 3.8 непересекающиеся замкнутые интервалы E(u, v)
и B(0, 1 − r) можно строго отделить экстремальной гиперплоскостью.
Это означает, что найдется такая точка t ∈ Q, что Ω(t) − r > 1 − r и
ω(t)+r > 1−r или Ω(t)−r < −1+r и ω(t)+r < −1+r, где Ω и ω опре-
делены в (3.32). Получаем, соответственно, Ω(t) > 1 или ω(t) < −1, что
невозможно, поскольку Ω, ω ∈ B, так как u, v ∈ B. Лемма 3.5 доказана.
�

Важным для наших целей свойством пространств с чебышёвской нор-
мой является следующее утверждение (Алимов [124]).

Предложение 3.9. Пусть X = C(Q), x, y ∈ B , x ̸= y . Тогда най-
дется точка z ∈ B такая, что

x, y ∈ B(z, ∥x− y∥/2) ⊂ B. (3.34)

Доказательство предложения 3.9. Обозначим r := ∥u− v∥, r <
1. В силу леммы 3.5 существует точка ξ ∈ E(x, y) ∩ B(0, 1 − r). Тогда
x, y ∈ B(ξ, r) и, поскольку ∥ξ∥ 6 1− r, то B(ξ, r) ⊂ B, что и требуется.
Как следствие, C(Q) ∈ (BEL). �
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Отметим, что всегда имеет место следующее включение (см., напри-
мер, М.В. Балашов и Г.Е. Иванов [31; лемма 3.13]):

DR(x, y) ⊂ Dr(x, y) ∀ x, y ∈ X, ∥x− y∥ 6 2r, r < R. (3.35)

В пространстве C(Q) включение (3.35) превращается в равенство –
это гарантируется леммой 3.6 с учетом того, что C(Q) ∈ (BEL) (см.
предложение 3.9 и предложение 3.15 в § 3.5.2).

Предложение 3.10. Пусть X = C(Q), x, y ∈ X , ∥x− y∥/2 6 r 6 R
при некоторых r, R. Тогда DR(x, y) = Dr(x, y).

Из предложения 3.10 и представления (3.1) вытекает

Предложение 3.11. Пусть X = C(Q), Q – метрический компакт,
R > 0, x, y ∈ C(Q), ∥x− y∥ 6 2R. Тогда DR(x, y) = m(x, y).

3.5.2. Пространства с линейной вкладываемостью шаров. Естествен-
ным обобщением пространств с равномерной нормой с сохранением свой-
ства DR(x, y) = m(x, y) является следующий класс пространств (BEL)
(аббревиатура (BEL) происходит от английского словосочетания “linear
balls embedding” – линейное вложение шаров). Класс пространств (BEL)
определяется следующим образом:

(BEL) : ∀x, y ∈ B ∃z ∈ B : x, y ∈ B(z, ∥x− y∥/2) ⊂ B.

Здесь, как обычно, B = B(0, 1).
К примеру, легко видеть, что евклидово пространство не лежит в

(BEL).
Мы покажем, что класс (BEL) включает в себя пространства C(Q)

и ℓ1(n), при этом в теореме 3.8 утверждается, что трехмерное простран-
ство X лежит в классе (BEL) если и только если его единичный шар B
является кубом или октаэдром (с точностью до аффинного преобразо-
вания); как следствие, двумерное пространство X принадлежит классу
(BEL) тогда и только тогда, когда его единичный шар является парал-
лелограммом.

В равномерном случае следующий результат (Алимов [125]) содержит-
ся в предложении 3.11.

Лемма 3.6. Пусть X ∈ (BEL), x, y ∈ X , ∥x− y∥/2 6 r 6 R. Тогда

DR(x, y) = Dr(x, y).
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Доказательство леммы 3.6. Без ограничения общности можно
считать, что R = 1. Тогда D1(x, y) ⊂ Dr(x, y) в силу (3.35). Мы по-
кажем, что D1(x, y) = Dr(x, y).

Ясно, что D1(x, y) ⊂ Dδ(x, y), где δ := ∥x − y∥/2. Предположим,
что D1(x, y) $ Dδ(x, y). Тогда v /∈ B(ξ, 1) при некоторых ξ ∈ X и
v ∈ Dδ(x, y). Однако, поскольку X ∈ (BEL), то найдется такая точка z,
что x, y ∈ B(z, δ) ⊂ B(ξ, 1). Но в таком случае x, y ∈ B(z, δ) ̸∋ v,
что невозможно, поскольку по условию v ∈ Dδ(x, y). Итак, D1(x, y) =
Dδ(x, y). Теперь из (3.35) имеем, что D1(x, y) = Dr(x, y). �.

Как следствие из леммы 3.6 мы имеем
Предложение 3.12. Пусть X ∈ (BEL) и R > 0. Тогда если x, y ∈

X , ∥x− y∥ 6 2R, то DR(x, y) = m(x, y).

Ниже нам потребуется следующее вполне очевидное утверждение.
Предложение 3.13. Пусть [a, b] – одномерная грань шара B . Тогда

m(a, b) = [a, b].

Напомним, что множество P называется антиподальным (см., напри-
мер, [143; § 9.11]), если для любых его элементов x и y множество P

содержится в замкнутой гиперполосе, содержащей x и y в своей границе
(такие точки x и y называются антиподальными). Многогранник P на-
зывается антиподальным, если множество его вершин образует антипо-
дальное множество. Хорошо известно, что в конечномерном простран-
стве антиподальное множество всегда конечно. Более того, если A –
антиподальное множество в Rn, то cardA 6 2n, причем равенство дости-
гается только в том случае, если A аффинно эквивалентно множеству
вершин n-мерного куба [172]. А. Шюрман и К. Сванеполь [253] получи-
ли полное описание трехмерных антиподальных множеств. В частности,
ими получен следующий результат.

Предложение 3.A. Центрально-симметричный трехмерный мно-
гогранник антиподален тогда и только тогда он является октаэдром
или кубом (с точностью до аффинного преобразования).

Замечание 3.7. Автору неизвестна структура центрально-симмет-
ричных антиподальных многогранников в пространствах Xn размерно-
сти > 4. В этой связи отметим, что в таких пространствах данному
условию (помимо куба и октаэдра (кросс-многогранника)) также удо-
влетворяют многогранники Ханнера (см. [232]; см. также [263] по поводу
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полного описания многогранников Ханнера для ряда размерностей) –
такой многогранник строится при прямых сумм и кроссов отрезка [0, 1].
Антиподальность многогранника Ханнера вытекает из того, что любой
многогранник Ханнера является совершенным призмоидом (М. Козачок
[67], X. Мартини и K. Сванеполь [232]). Здесь напомним, что выпук-
лый d-мерный многогранник P называется призмоидом, если все его
вершины содержатся в паре параллельных (d − 1)-мерных плоскостей.
Центрально-симметричный выпуклый многогранник P называется со-
вершенным призмоидом, если он является призмоидом над любой своей
гипергранью, то есть для любых его антиподальных гиперграней F и F ′

выполняется P = conv(F ∪ F ′). Совершенные призмоиды также извест-
ны под названием CL-многогранники.

Выпуклый многогранник P ⊂ Rn называется реберно-антиподальным
[260], если любые его две вершины, определяющие ребро, лежат на
двух параллельных опорных гиперплоскостях к P . В [140] установле-
но, что реберно-антиподальный 3-многогранник имеет не более 8 вер-
шин, причем оценка достигается только для аффинных кубов. Отме-
тим (К. Сванеполь [258]), что число вершин реберно-антиподального
n-многогранника не превосходит (n

2 + 1)n.
Вполне очевидно, что двумерный реберно-антиподальный многогран-

ник антиподален. Для трехмерного пространства в [140] отмечается,
что вершины реберно-антиподального 3-многогранника составляют ан-
типодальное множество. Однако для каждого n > 4 И. Талата [260]
(см. также Б. Cикош [170; p. 202]) построил реберно-антиподальный
n-многогранник, имеющий пару неантиподальных вершин.

Многогранник называется равносторонним (относительно некоторой
нормы ∥ · ∥), если его вершины образуют эквидистантное множество. Хо-
рошо известно, что эквидистантное множество всегда антиподально.

Многогранник P называется длиннореберным [258], если длина каж-
дого его ребра в определяемой им норме ∥ · ∥P равна диаметру P (где
норма ∥ · ∥P определяется единичным шаром 1

2(P − P )). Легко прове-
ряется [258; § 2.2], что реберно-антиподальный многогранник P являет-
ся длиннореберным (в норме ∥ · ∥P ). Также вполне очевидно и обрат-
ное утверждение: каждый длиннореберный многогранник P является
реберно-антиподальным (и, как следствие, является антиподальным, ес-
ли dimX 6 3 или если степень любой вершины P равна размерности

130



пространства [141]). Стоит ещё отметить, что грани реберно-антиподаль-
ного многогранника реберно-антиподальны и что если у реберно-антипо-
дального n-многогранника P все двумерные грани являются параллело-
граммами, то P – n-куб [141].

Далее под длиннореберным шаром пространства Xn мы будем по-
нимать шар, являющийся длиннореберным (или, что эквивалентно,
реберно-антиподальным) многогранником. Вполне очевидно, что куб и
октаэдр (кросс-многогранник) являются длиннореберными многогран-
никами (в определяемой ими норме).

Отметим, что пространства с длиннореберными шарами естественно
возникают в рассмотренной нами в гл. 1 задаче о числе компонент связ-
ности дополнения к чебышёвским множествам и солнцам.

Имеют место следующие утверждения (Алимов [125]).

Предложение 3.14. Единичный шар B пространства Xn ∈ (BEL)
является антиподальным многогранником. В частности, шар B –
длиннореберный (реберно-антиподальный) многогранник.

Предложение 3.15. Пространства C(Q) (Q – метрический ком-
пакт) и ℓ1(n) содержатся в классе (BEL).

Доказательство предложения 3.14. Сначала предположим, что
единичный шар B содержит более 2n достижимых точек. Тогда [120; § 3]
(см. также [143; Theorem 9.11.1]) среди них найдутся такие точки u и v,
что ∥u− v∥/2 =: d < 1. Пусть Hu – опорная гиперплоскость к шару B
в точке u, такая, что Hu ∩ B = {u}; Hv – аналогично определяемая
опорная гиперплоскость в точке v.

Поскольку Xn ∈ (BEL), то по определению для точек u, v ∈ B можно
найти точку z ∈ B такую, что u, v ∈ B(z, d) ⊂ B. Как следствие, лю-
бая гиперплоскость, опорная к шару B в точке u (в точке v) является
опорной и к шару B(z, d) в той же точке u (в точке v). Пусть û и v̂ –
прообразы точек u и v при отображении x 7→ dx + z, x ∈ X. Тогда
û, v̂ ∈ S и, по сказанному выше, û ∈ Hu и v̂ ∈ Hv. Имеем u, û ∈ Hu –
противоречие с тем, что u – достижимая точка шара B. Итак, единич-
ный шар B содержит не более 2n достижимых точек; как следствие, B –
многогранник.

Предположим, что многогранник B не является длиннореберным. То-
гда у шара B найдется такое ребро (одномерная грань) [x, y], длина ко-
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торой меньше двух. Вполне понятно, что для таких точек x, y усло-
вие, определяющее класс (BEL) выполняться не может (см. предложе-
ние 3.13).

Пусть u, v ∈ extB, ∥u − v∥ =: 2δ < 2, u ̸= v. Так как X ∈ (BEL),
то найдется шар B′ = B(z, δ) такой, что B′ ⊂ B и u, v ∈ B′. Далее,
заметим, что если v ∈ extB и v ∈ B′ ⊂ B, то v ∈ extB′. Отсюда
вытекает, что v = v−z

∥v−z∥ и u = u−z
∥u−z∥ , откуда необходимо следует, что

z = 0 и δ = 1. Полученное противоречие показывает, что предположение
∥u− v∥ =: 2δ < 2 неверно. Предложение 3.14 доказано. �

Доказательство предложения 3.15. Утверждение для C(Q)
установлено в предложении 3.9. Соответственно, ниже мы считаем, что
X = ℓ1(n). Пусть u, v ∈ B, ∥u − v∥ = 2r < 2. Нам требуется доказать,
что u, v ∈ B(ζ, r) ⊂ B при некотором ζ ∈ B.

Важным для нас будет являться следующее свойство единичного ша-
ра B в X = ℓ1(n):

B = [[ω,Ω]] := {z | f(z) ∈ [f(ω), f(Ω)] ∀f ∈ extS∗}, (3.36)

где ω, Ω – произвольные противоположные вершины единичного шара
(октаэдра, или кросс-многогранника). Равенство (3.36) вполне очевид-
но – достаточно воспользоваться представлением для общего вида линей-
ного функционала (откуда следует, что |f(ω)| = 1 для любого f ∈ extS∗,
и следовательно, B ⊂ [[ω,Ω]]) и тем, что любую точку, не лежащую в
замкнутом шаре, всегда можно строго отделить от шара посредством
экстремального функционала.

Пусть F = (fi)i∈I – все экстремальные (крайние) точки единичной
сферы S∗ сопряженного пространства (card I = 2n). Из (3.36) следует,
что для любого i ∈ I мы всегда имеем |fi(ω)| = 1 или |fi(Ω)| = 1. Так
как extS∗ – граница для X, то

∥x∥ = sup
f∈S∗

f(x) = max
f∈ext S∗

f(x). (3.37)

Отсюда |fi(u)−fi(v)| 6 2r при всех i, а также |fj(u)−fj(v)| = 2r хотя
бы при одном j ∈ I. Для каждого i ∈ I положим

mi = max{fi(u), fi(v)}, mi = min{fi(u), fi(v)}, (3.38)
132



Имеем: −1 6 mi 6 mi 6 1, mi − mi 6 2r, при этом mj − mj = 2r при
некотором j. Далее положим

αi = 1− mi, αi = mi − 1

(понятно, что αi, αi > 0).
Для каждой гиперполосы −1 6 fi(z) 6 1 определим собственную под-

гиперполосу

{z | fi(z) ∈ [mi − r, mi]}, если i таково, что αi < αi,

{z | fi(z) ∈ [mi, mi + r]}, если i таково, что αi > αi;
(3.39)

ширина каждой такой гиперполосы равна 2r. Из построения ясно, что
всегда −1 6 mi−r < mi 6 1, −1 6 mi < mi +r 6 1. Теперь определим
Π как пересечение всех гиперполос (3.39) по всем i. Из (3.36) вытекает,
что Π – шар радиуса r, при этом Π ⊂ B, поскольку каждая гиперпо-
лоса (3.39) содержится в гиперполосе −1 6 fi(z) 6 1. Окончательно,
из построения вытекает, что каждая из точек u, v содержится в любой
гиперполосе вида (3.39), что дает u, v ∈ Π. Предложение 3.15 доказано.
�

Следующий результат, в котором дается характеризация длинноребер-
ных трехмерных пространств, представляет независимый интерес.

Теорема 3.8. Пусть X – трехмерное линейное нормированное про-
странство. Тогда следующие свойства эквивалентны:

a) пространство X лежит в классе (BEL), т.е.

∀x, y ∈ B ∃z ∈ B : x, y ∈ B(z, ∥x− y∥/2) ⊂ B;

b) единичный шар B пространства X является кубом или октаэд-
ром (с точность до аффинного преобразования);

c) единичный шар B – длиннореберный (реберно-антиподальный)
многогранник;

d) единичный шар B – антиподальный многогранник.

Доказательство теоремы 3.8. Импликация b)⇒c) очевидна: дли-
на любого ребра куба (или октаэдра) в определяемой им норме равна 2.

c)⇒b) Рассмотрим центрально-симметричный длиннореберный трех-
мерный многогранник P . Сванеполь [258] отмечает, что для n-мер-
ного многогранника свойство быть длиннореберным эквивалентно его
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реберно-антиподальности. Далее, в [140] показано, что число вершин
у трехмерного реберно-антиподального многогранника P не превосхо-
дит 8, причем равенство достигается только в случае, если P – (аффин-
ный) куб. С другой стороны, любой определяющий норму многогранник
в трехмерном пространстве имеет не менее 6 вершин (оценка снизу до-
стигается на октаэдре).

Импликация b)⇒a) содержится в предложении 3.15.
c)⇒d) Выше отмечалось (см. [140]), что вершины длиннореберно-

го (реберно-антиподального) 3-многогранника образуют антиподальное
множество.

Импликация d)⇔b) составляет утверждение предложения 3.A, импли-
кация a)⇒c) дается предложением 3.14. Теорема 3.8 доказана. �

3.5.3. Монотонная линейная связность R-слабо выпуклых множеств.
Ниже мы приводим результаты о монотонной линейной связности
R-слабо выпуклых множеств в пространстве C(Q) и в более общем слу-
чае пространств с линейной вкладываемостью шаров (см. § 3.5.2).

Напомним, что связность R-слабо выпуклых множеств изучалась в ра-
ботах Ж.-Ф. Виаля [262], М. В. Балашова и Г.Е. Иванова, [61], [31], [62],
причем данный вопрос рассматривался в основном в достаточно глад-
ких или конечномерных пространствах. Отметим следующие результа-
ты (соответственно, леммы 4.1, 4.13 и 4.17 из работы Балашова и Ива-
нова [31]; см. также [62; теорема 4.1]), которые мы соберем в следующем
утверждении.

Теорема 3.C (Балашов–Иванов). Пусть X – банахово пространство
и пусть M ⊂ X R-слабо выпуклое множество при некотором R > 0.
Пусть также x, y ∈M , ∥x− y∥ < 2R. Тогда:

a) если множество M ∩DR(x, y) компактно, то оно связно;
b) если X равномерно выпукло или dimX <∞, а множество M

замкнуто, то пересечение M ∩DR(x, y) линейно связно.

Далее, в [31] доказаны следующие утверждения (соответственно тео-
ремы 2.7 и 2.9).

Теорема 3.D (Балашов–Иванов). Пусть банахово пространство X
равномерно выпукло или конечномерно. Пусть множество M ⊂ X за-
мкнуто и R-слабо выпукло при некотором R > 0. Тогда:
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a) для любых r ∈ (0, R] и x ∈ X множество M ∩
›

B(x, r) связно”);
b) каждая связная компонента A множества M является линейно
связным множеством, причем любые две точки множества A мож-
но соединить спрямляемой кривой, лежащей в A.

Основными результатами данного параграфа являются теоремы 3.9
и 3.12 (Алимов [124] и [125]), в которых для случая пространств C(Q)
мы усиливаем теоремы 3.C и 3.D, получая утверждения о m-связности
и монотонной линейной связности R-слабо выпуклых множеств. Резуль-
таты для пространств (BEL) с линейной вкладываемостью шаров сфор-
мулированы в теоремах 3.10 и 3.12.

Теорема 3.9. Пусть ∅ ̸= M ⊂ C(Q) – R-слабо выпуклое множе-
ство при некотором R > 0. Тогда:

a) M ∩
›

B(x, r) m-связно при любых r ∈ (0, R] и x ∈ C(Q);
b) M ∩B(x, r′) m-связно при любых r′ ∈ (0, R) и x ∈ C(Q).

Дополнительно предположим, что M ограниченно компактно. То-
гда:

1. Любая компонента связности множества M монотонно линейно
связна; хаусдорфово расстояние между любыми компонентами связно-
сти не менее 2R;

2. Каждое из следующих множеств монотонно линейно связно:

c) M ∩
›

B(x, r) при любых r ∈ (0, R] и x ∈ C(Q);
d) M ∩B(x, r′) при любых r′ ∈ (0, R) и x ∈ C(Q);
e) M ∩ A, где A ⊂ C(Q), diamA < 2R, таково, что A = m(A)

(в частности, множество M ∩ m(x, y) монотонно линейно связно
при любых x, y , ∥x− y∥ < 2R).

Более того, если множество M ∩B(x, r′) или M ∩A из пп. d) или e)
компактно, то оно экстремально клеточноподобно (и, в частности,
B-клеточноподобно).

Для случая общих пространств с линейной вкладываемостью шаров
мы имеем чуть менее сильное утверждение, чем теорема 3.9.

Теорема 3.10. Пусть X ∈ (BEL) и пусть ∅ ̸= M ⊂ X – R-слабо
выпуклое множество при некотором R > 0. Тогда:

a) M ∩
›

B(x, r) m-связно при любых r ∈ (0, R] и x ∈ X;
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b) M ∩B(x, r′) m-связно при любых r′ ∈ (0, R) и x ∈ X .

Дополнительно предположим, что M замкнуто и dimX < ∞. То-
гда:

1. Любая компонента связности множества M монотонно линейно
связна; хаусдорфово расстояние между любыми компонентами связно-
сти не менее 2R;

2. Каждое из следующих множеств монотонно линейно связно:

c) M ∩
›

B(x, r) при любых r ∈ (0, R] и x ∈ X;
d) M ∩B(x, r′) при любых r′ ∈ (0, R) и x ∈ X;
e) M ∩ A, где A ⊂ X , diamA < 2R, таково, что A = m(A)

(в частности, множество M ∩m(x, y) монотонно линейно связно
при любых x, y , ∥x− y∥ < 2R).

Теорема 3.11 (характеризацияR-слабо выпуклых множеств). Пусть
X ∈ (BEL), dimX < ∞. Тогда замкнутое подмножество M про-
странства X является R-слабо выпуклым множеством при некото-
ром R > 0 если и только если M есть дизъюнктное объединение моно-
тонно линейно связных солнц в пространстве X , причем хаусдорфово
расстояние между любыми компонентами связности множества M
не менее 2R.

В следующем утверждении (Алимов [124]) дается характеризация
R-слабо выпуклых множеств в пространствах C(Q) или в конечномер-
ных пространствах с линейной вкладываемостью шаров в терминах их
солнечности.

Теорема 3.12. Ограниченно компактное подмножество M ̸= ∅
пространства X = C(Q) или конечномерного X ∈ (BEL) является
R-слабо выпуклым множеством при некотором R > 0 если и толь-
ко если M есть дизъюнктное объединение монотонно линейно связных
солнц в пространстве C(Q), причем хаусдорфово расстояние между
любыми компонентами связности множества M не менее 2R.

Напомним (см. теорему 3.4), что любое солнце в пространстве c0 мо-
нотонно линейно связно, и обратно, любое аппроксимативно компактное
m-связное подмножество c0 монотонно линейно связно и является солн-
цем. Исходя из этого в пространстве c0 от условия ограниченной ком-
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пактности в теореме 3.12 можно отказаться, усилив теорему 3.12 следу-
ющим образом (Алимов [124]).

Теорема 3.13. 1. Аппроксимативно компактное R-слабо выпуклое
подмножество пространства c0 есть дизъюнктное объединение моно-
тонно линейно связных солнц в пространстве c0 , причем хаусдорфово
расстояние между любыми компонентами связности не менее 2R.

2. Любое дизъюнктное объединение m-связных солнц в простран-
стве c0 с хаусдорфовом расстоянием между любыми компонентами
связности не менее 2R есть R-слабо выпуклое множество в c0 .

Поскольку монотонно линейно связное множество в пространстве C(Q)
R-слабо выпукло при любом R > 0, а ограниченно компактное строгое
солнце в C(Q) монотонно линейно связно (теорема 3.5), то ограничен-
но компактное строгое солнце (в частности, ограниченно компакт-
ное чебышёвское множество) в пространстве C(Q) R-слабо выпукло
при любом R > 0. Также стоит отметить (ср. [16]), что если чебышёв-
ское множество в пространстве C(Q) R-слабо выпукло при каком-то
R > 0, то оно является солнцем.

Доказательство теоремы 3.9. Утверждение a). Пусть u, v ∈M ∩
›

B(x, r). В силу леммы 3.6 и предложения 3.11 имеем

Dr(u, v) = DR(u, v) = m(u, v). (3.40)

Поскольку по условию M R-слабо выпукло, то из (3.30) следует, что
M ∩

›

B(x, r) m-связно. Утверждение b) доказывается аналогично.
Отметим [188; Proposition 5.1], что если M – m-связное множество и

множество A ⊂ X таково, что A = m(A), то

M ∩ A m-связно. (3.41)

Также, если M ⊂ C(Q) – m-связное множество, то каждое из множеств
M ∩ f−1((−∞, r]) и f−1(r) является m-связным для любого f ∈ extS∗.
Отсюда с учетом (3.28) следует, что шар B(x, r) произвольного линей-
ного нормированного пространства всегда монотонно линейно связан.

1. Пусть M ограниченно компактно и пусть M ′,M ′′ – две произволь-
ные компоненты связности множества M . Предположим, что найдутся
x ∈M ′, y ∈M ′′ такие, что ∥x−y∥ < 2R. Как и ранее, DR(x, y) = m(x, y).
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В силу (3.41) пересечение M ∩m(x, y) m-связно и, по теореме 3.2, моно-
тонно линейно связно. Это противоречит тому, что x и y лежат в разных
компонентах связности множества M .

Рассмотрим теперь отдельную компоненту связностиM ′ множестваM .
По доказанному выше, расстояние между любыми двумя компонентами
связности не менее 2R. Следовательно, поскольку по условию множе-
ство M R-слабо выпукло, то компонента M ′ также R-слабо выпукла
и, в силу (3.40), m-связна. Теперь монотонная линейная связность M ′

вытекает из теоремы 3.2.
2. Из доказанного в п. 1 следует, что если M∩

›

B(x, r) ̸= ∅ (при некото-
ром r ∈ (0, R]), то M ∩

›

B(x, r) = M ′∩
›

B(x, r) для некоторой компоненты
связности M ′ множества M . По доказанному выше M ′ монотонно ли-
нейно связно. В пространстве C(Q) любой замкнутый шар имеет вид
m(u, v) (см. (3.2)). Теперь утверждения d), e) следуют из (3.41). Утвер-
ждение c) есть следствие d). Теорема 3.9 доказана. �

Доказательство теоремы 3.10. Доказательство первой части пол-
ностью аналогично доказательству теоремы 3.9 с учетом леммы 3.6 и
предложения 3.12.

2. Понятно, что если M ∩
›

B(x, r) ̸= ∅ при некотором r ∈ (0, R],
то M ∩

›

B(x, r) = M ′ ∩
›

B(x, r) для некоторой компоненты связности M ′

множества M . По доказанному выше компонента M ′ монотонно линейно
связна (и следовательно, m-связна). Теперь для завершения доказатель-
ства остается воспользоваться (3.41). Теорема 3.10 доказана. �

Доказательство теоремы 3.12. По теореме 3.9 каждая компонен-
та связности множества M монотонно линейно связна. По теореме 3.2
ограниченно компактное m-связное множество P -ациклично, а по теоре-
ме Власова [50; теорема 4.4] каждое непустое P -ацикличное ограниченно
компактное подмножество банахова пространства является солнцем.

Обратно. В силу (3.40) каждое монотонно линейно связное множество
является R-слабо выпуклым множеством. Понятно, что любое дизъ-
юнктное объединение таких множеств, при условии того, что компонен-
ты связности объединения отстоят друг от друга на расстояние не ме-
нее 2R, снова является R-слабо выпуклым множеством. Теорема 3.12
доказана. �
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Доказательство теоремы 3.11. По теореме 3.10 каждая компо-
нента связности множества M монотонно линейно связна, при этом хау-
сдорфово расстояние между любыми компонентами связности не менее
2R. Для любой компоненты связности имеем: по теореме 3.2 замкнутое
m-связное множество в Xn P -ациклично, а по теореме Власова [50; тео-
рема 4.4] каждое P -ацикличное ограниченно компактное подмножество
банахова пространства является солнцем. Окончательно, в силу равен-
ства Dr(u, v) = DR(u, v) = m(u, v) каждое монотонно линейно связное
множество является R-слабо выпуклым множеством. Понятно, что лю-
бое дизъюнктное объединение таких множеств, при условии того, что
компоненты связности объединения отстоят друг от друга на расстоя-
ние не менее 2R, снова является R-слабо выпуклым множеством. Теоре-
ма 3.11 доказана. �
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Глава 4. Локальные аппроксимативно-геометрические
свойства солнц и чебышёвских множеств

Мы рассматриваем локальные аппроксимативно-геометрические свой-
ства солнц и чебышевских множеств в банаховых пространствах с упо-
ром на вопрос сохранения солнечности, связности и других аппрокси-
мативных свойств при пересечении таких множеств с подмножествами
пространства (в частности, с шарами, брусами и экстремальными гипер-
плоскостями).

В § 4.1 мы получаем геометрическую характеризацию строгих солнц в
пространстве ℓ∞(n) (теорема 4.1), дополняя характеризацию Беренса и
Хетцельта для солнц в пространстве ℓ∞(n) (теорема 3.A).

В § 4.2 мы решаем классическую задачу о характеризации в геомет-
рических терминах чебышёвских множеств в пространствах типа C(Q).
Для пространства ℓ∞(n) такая задача была поставлена в 1980-х годах
независимо В.М. Тихомировым и Х. Беренсом. Характеризация чебы-
шёвских множеств в ℓ∞(n) дается в теореме 4.2. На случай c0 результат
теоремы 4.2 обобщается в теореме 4.3, где дается характеризация ап-
проксимативно компактных чебышёвских подмножеств M пространства
c0. Оказывается, что в таких пространствах чебышёвское множество
является экстремально чебышёвским (теорема 4.4). В частности, если
M – чебышёвское множество в ℓ∞(n), а Π – брус в ℓ∞(n), M ∩ Π ̸= ∅,
M ∩ ri Π = ∅, то пересечение M ∩Π одноточечно (в классическом случае
в определении чебышёвского множества роль бруса играет замкнутый
шар).

В теореме 4.5 исследуется задача о сохранении аппроксимативных
свойств солнц, строгих солнц и чебышёвских множеств при их пересече-
нии с координатными подпространствами в ℓ∞(n). Более общий случай
пересечений с брусами (замкнутыми промежутками) будет рассмотрен в
теореме 4.19. Аналогичный вопрос в бесконечномерном случае рассмат-
ривается в теоремах 4.6, 4.7, 4.8, 4.9.

В § 4.3 рассматривается вопрос о локальных аппроксимативно-геомет-
рических свойствах множеств в произвольных банаховых пространствах.
Исследуется солнечность пересечений солнц, строгих солнц и α-солнц
с брусами и замкнутыми промежутками Π в линейных нормированных
пространствах. В задаче о солнечности пересечений солнц с такими под-
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множествами указанная экстремальная структура множеств Π важна и
естественна. К примеру, если подпространство H ⊂ ℓ∞(n) не экстре-
мально (т.е. порождено не экстремальным функционалом), то оказы-
вается, что всегда можно построить солнце M в ℓ∞(n), для которого
пересечение M ∩ H не стягиваемо (и, следовательно, не является солн-
цем). Аналогичный результат верен и в общих пространствах (теоре-
ма 4.14). Мы показываем, что в широком классе линейных нормиро-
ванных пространств солнечность (глобальная) влечет локальную сол-
нечность в естественной постановке при пересечении с множествами из
самого естественного в этой ситуации классами – брусами и замкнутыми
промежутками (в частности с замкнутыми шарами и экстремальными
гиперполосами). В теоремах 4.11–4.13 даются условия, обеспечивающие
солнечность пересечений солнц с брусами. Естественность бруса в дан-
ной задаче показана в теореме 4.14, где дается характеризация брусов в
терминах солнечности их пересечений с солнцами.

В теореме 4.10 показывается, что солнца в конечномерных (BM)-про-
странствах (в частности, в полиэдральных пространствах вида X =
X1 ⊕∞ . . . ⊕∞ Xk, dimXi 6 2) удовлетворяют очень сильным условиям
связности, являясь монотонно линейными множествами. Как следствие,
солнца в таких пространствах B-стягиваемы, являются B-ретрактами,
B-солнечны (последнее означает, что пересечение M c любым замкну-
тым шаром является солнцем) и обладают свойством существования
непрерывной мультипликативной (аддитивной) ε-выборки при любом
ε > 0.

В § 4.4 вопрос о локальных аппроксимативных свойствах множеств рас-
сматривается для случая пространства C(Q). В теореме 4.15 установ-
лено, что пересечение произвольного строгого протосолнца M в C(Q)
с телесным брусом Π ⊂ C(Q) является строгим протосолнцем при есте-
ственном предположении, что M ∩ int Π ̸= ∅. При этом, если строгое
солнце M ⊂ C(Q) ограниченно компактно, а Π – произвольный брус
в C(Q), M ∩ Π ̸= ∅, то M ∩ Π – солнце (не обязательно являющееся
строгим солнцем). В теореме 4.16 утверждается, что телесные брусы Π
в C(Q) характеризуются свойством, что пересечение Π с произвольным
строгим протосолнцем M в C(Q), M ∩ int Π ̸= ∅, является строгим про-
тосолнцем. В теореме 4.17 дается характеризация строгих солнц в C(Q)
в терминах аппроксимативных свойств их пересечений с брусами. Во-
прос о солнечности пересечений солнц с брусами (замкнутыми проме-
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жутками) в общих банаховых пространствах рассматривается в теоре-
мах 4.11–4.13. В теореме 4.19 дана характеризация замкнутых множеств
Π ⊂ Rn, пересечение с которыми чебышёвского множества (солнца, стро-
гого солнца) M в ℓ∞(n) сохраняет (в естественной постановке) аппрокси-
мативные свойства множества M . Оказывается, что такие множества Π
в точности являются брусами в Rn. В теоремах 4.20–4.22 получены но-
вые локальные характеризации чебышёвских множеств, солнц и строгих
солнц в ℓ∞(n) в терминах аппроксимативных свойств их пересечений
с брусами в Rn. К примеру, множество M ⊂ Rn является чебышёв-
ским в ℓ∞(n) если и только если для любых точек x, y ∈ Rn таких, что
[[x, y]] ∩M ̸= ∅, любая точка из интервала [[x, y]] имеет единственную
ближайшую в пересечении [[x, y]] ∩M .

В § 4.5 изучаются аппроксимативные свойства пересечений солнц и че-
бышёвских множеств в двумерном банаховом пространстве X2 с под-
множествами из R2. Охарактеризованы подмножества R2, которые при
пересечении с солнцами из X2 являются солнцами. Аналогичный вопрос
полностью исследован для чебышёвских множеств в X2.

4.1. Характеризация строгих солнц в пространстве ℓ∞(n).
Для множества M ⊂ Rn определим

eqc(M) = eqcRn(M) :=
{
j ∈ {1, . . . , n} | xj = yj для всех x, y ∈M

}
,

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn);

“eqc” – аббревиатура выражения ‘equal coordinates’ – равные координаты.
Для x, y ∈ Rn и M ⊂ Rn мы пишем, что

x =M| y, если xj ̸= yj для всех j /∈ eqc(M);
x =| y, если xi ̸= yi для всех i = 1, . . . , n.

По аналогии с понятием ℓ1-выпуклости8 мы называем множество M
строго ℓ1-выпуклым, если

1) оно ℓ1-выпукло и
2) для всех x, y ∈ M , x =M| y, найдётся ℓ1-геодезический сегмент (т.е.

дуга длины ∥x − y∥ℓ1, начинающаяся в x и заканчивающаяся в y)
k(t) ⊂ M , 0 6 t 6 1, соединяющий x и y, такой, что его коорди-
натные функции [0, 1] ∋ t 7→ kj(t) монотонны для j = 1, 2, . . . , n и
строго монотонны для j /∈ eqc(M).

8B силу леммы 3.1 ℓ1-выпуклость совпадает с m-связностью относительно нормы
ℓ∞(n).
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Свойство строгой ℓ1-выпуклости (как и свойство метрической
ℓ1-выпуклости) является наследственным. Именно, непосредственно из
определения следует, что если M ⊂ Rk ⊂ Rm – строго ℓ1-выпуклое мно-
жество в Rk, то оно строго ℓ1-выпукло и в Rm. Если множество M
метрически ℓ1-выпукло в Rm и k 6 m, то M ⊂ Rk ℓ1-выпукло в Rk.

Заметим, что при переходе к меньшей размерности свойство строгой
ℓ1-выпуклости может теряться, хотя ℓ1-выпуклость сохраняется всегда.
Действительно, пусть A = (2, 0, 0), B = (0, 2, 0) ∈ R3. Для 0 6 t 6 1
определим точку Ct = (t, t, 0) и построим семейство однозвенных лома-
ных в плоскости R2 = {z = 0}:

Mt = [A,Ct] ∪ [Ct, B], 0 6 t < 1, M1 = [A,B].

Тогда множество
M =

∪
06t61

(
Mt + (0, 0, t)

)
(4.1)

строго ℓ1-выпукло в R3, но его сечение плоскостью R2 = {z = 0} пред-
ставляет собой объединение отрезков [A, 0] и [0, B] и не является строго
ℓ1-выпуклым множеством в R2. Однако, по основной теореме (ниже)
будет следовать, что M – строгое солнце в ℓ∞(3).

На рис. 1 даны примеры ℓ1-выпуклых множеств из R2 и R3 . Строго
ℓ1-выпуклы из них являются лишь множества во второй и четвертой
системе координат.

 
 

!
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#

Рис. 1

Под основным кокрестом в Rn мы будем понимать любое из множеств
вида

c(Rn) =
{
x ∈ Rn | xj = constj для некоторого j ∈ {1, . . . , n}

}
.
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(здесь const(j) – константа, зависящая только от координаты j); а под
кокрестом cRn(J) по набору координат J = {j1, . . . , jk} ⊂ {1, . . . , n} мы
будем понимать множество

cRn(J) = {x ∈ Rn | xj = cj для некоторого j ∈ J, xi = ci для всех i /∈ J};

при этом, чтобы исключить вырожденные случаи, мы всегда предпо-
лагаем, что k > 2, т.е. card J > 2 в определении cRn(J). Ясно, что
eqc(c(Rn)) = ∅.

Наконец, под кокрестом будем понимать любое множество C ⊂ Rn,
такое, что C ⊂ cRn({1, . . . , n} \ eqc(C)). (При этом всегда card eqc(C) <
n− 1.)

На рис. 2 даны примеры кокрестов в R3.

 

M M

M

Рис. 2

Любое из множествM , изображенных на рисунке, является кокрестом,
равно как и подмножество N ⊂ M с eqc(N) = eqc(M). Отметим, что
первый и третий кокресты не являются строго ℓ1-выпуклыми множе-
ствами (хотя они ℓ1-выпуклы), а второй кокрест, определяемый форму-
лой {x = (x1, x2, x3) ∈ R3 | xi = xj = 0 для некоторых i ̸= j}, является
строго ℓ1-выпуклым множеством.

Кокресты будут играть в некотором смысле особую роль в наших рас-
суждениях. Как мы увидим ниже (предложение 4.2), кокрест никогда
не является строгим солнцем в ℓ∞(n).

Основным результатом данного параграфа является следующая тео-
рема (Алимов [5]), идейно восходящая к теореме 3.A. В сравнении с лем-
мой 3.C мы здесь получаем чисто геометрическую характеризацию.

Теорема 4.1 (характеризация строгих солнц в ℓ∞(n)). Пусть ∅ ̸=
M ⊂ Rn замкнуто. Для того, чтобы M было строгим солнцем в ℓ∞(n)
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необходимо и достаточно, чтобы оно было строго ℓ1-выпукло и не яв-
лялось кокрестом.

Если H – координатное аффинное подпространство в Rn (см. опреде-
ление на стр. 32) и M ⊂ Rn, то определим

MH = projH M – координатная проекция M на H,

т.е. для x ∈ M projH(x) = (x′1, . . . , x
′
n), где x′i = xi при i /∈ eqc(H), и

xi = hi для i ∈ eqc(H) и любого h ∈ H.
Нам потребуется следующий несложный результат.

Предложение 4.1. Пусть M – строгое солнце в ℓ∞(n), H – коорди-
натное аффинное подпространство в Rn . Тогда MH – регулярное мно-
жество в (H, ∥ · ∥∞).

Здесь норма ∥ · ∥∞ на H индуцирована ℓ∞-нормой на Rn.

Доказательство предложения 4.1. Пусть x, y ∈ MH , x ̸= y, и
пусть ξ, η ∈M таковы, что projH ξ = x, projH η = y. По теореме 3.C мы
имеем (ξ, η) ∈ Reg(M) (см. (3.26)). Это означает, что для любого набора
индексов I ⊂ {1, . . . , n} \ eqc(ξ, η) выполнено

η ∈ cl{ζ ∈M | (ζi − ηi)(ξi − ηi) > 0 для всех i ∈ I}.

Докажем, что (x, y) ∈ RegMH . Пусть J ⊂ {1, . . . , n} \ eqc(x, y). Ясно,
что J ⊂ I. Отсюда

y = projH η ∈ cl{z ∈MH | (zi − yi)(xi − yi) > 0 для всех i ∈ J},

т.е. (x, y) ∈ RegMH , отсюда по определениюMH – регулярно в простран-
стве (H, ∥ · ∥∞). �

Замечание 4.1. Построим пример строгого солнца M в ℓ1(3), такого,
что замыкание его проекции на H = R2 не будет являться строгим солн-
цем в ℓ∞(2) (хотя сама проекция MH будет регулярным множеством).
На плоскости R2 для каждого t ∈ R зададим ломаную Mt следующим
уравнением в полярной системе координат (r, φ):

Mt = {r > 0, φ = −1

4
arcctg t} ∪ {r > 0, φ =

π

2
+

1

4
arcctg t}.

По теореме 3.C множество

M =
∪ {

(Mt + (0, 0, t)) | t ∈ R
}
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является строгим солнцем в ℓ∞(3), однако его проекция на R2 представ-
ляет собой регулярное множество {(x1, x2) ∈ R2 |x1 · x2 < 0} ∪ {(0, 0)},
замыкание которого не является строгим солнцем в ℓ1(2).

Используя предложение 4.1 мы докажем следующее интуитивно ясное
полезное в дальнейшем утверждение.

Предложение 4.2. Никакой кокрест не является строгим солнцем
в ℓ∞(n).

Доказательство предложения 4.2. Пусть C – кокрест в Rn. Без
ограничения общности считаем, что eqc(C) = ∅.

Предположим, что C – строгое солнце в ℓ∞(n).
Не ограничивая общности будем считать, что const(j) = 0 для любого j

в определении c(Rn) ⊃ C, т.е. для любой точки x ∈ C найдется индекс
i ∈ {1, . . . , n} такой, что xi = 0.

1. Предположим, что C содержит точку c = (c1, . . . , cn), у которой
лишь одна координата ci0 равна нулю. Поскольку C ⊂ c(Rn), то неслож-
но видеть, что

c ∈ PCek, где k = ±1, ek = (ε1R, . . . , εnR), R = max
i=1,...,n

|ci|,

εi = sign ci, i = 1, . . . , n, i ̸= i0, εi0 = k.

По предположению C – строгое солнце. Мы имеем c ∈ PCek, k = ±1.
Поэтому

›

K(c, ek) ∩ C = ∅, k = ±1, по теореме 1.A. По построению
размерность грани шара B(ek, R), содержащей точку c в своей относи-
тельной внутренности, равна n−1, k = ±1. Из этого следует, что конусы
›

K(c, ek), k = ±1, являются взаимно дополняющими друг друга открыты-
ми полупространствами с общей границей G, являющейся аффинными
координатным подпространством. Так как

›

K(c, ek) ∩C = ∅, k = ±1, то
C ⊂ G и eqc(C) % eqc(G). Но G – координатное подпространство, т.е.
eqc(G) ̸= ∅, что противоречит предположению eqc(C) = ∅. Случай 1
невозможен.

2. Предположим, что n > 3. Предположим также, что, в отличие от
п. 1, каждая точка из C имеет не менее двух нулевых координат.

Спроектируем C на координатное подпространство Rn−1 := {x ∈
Rn | xn = 0}:

Cn−1 = projRn−1 C.

146



Так как eqcRn C = ∅, то eqcRn−1(Cn−1) = ∅. По предложению 4.1 Cn−1 –
регулярное множество в пространстве ℓ∞(n − 1). По предположению
каждая точка из C имеет не менее двух нулевых координат, поэтому
Cn−1 ⊂ c(Rn−1), а поскольку eqcRn−1(Cn−1) = ∅, то Cn−1 – кокрест в
пространстве Rn−1.

3. Далее рассуждаем аналогично предыдущему. Если найдется точка
c ∈ Cn−1 с только одной ненулевой координатой (в пространстве Rn−1), то
мы оказываемся в ситуации п. 1 с Rn, замененным на Rn−1, и рассуждая
аналогично, приходим к противоречию. Если же n > 2 и все точки из
Cn−1 имеют не менее двух нулевых координат, то действуя как в п. 2
уменьшаем размерность на единицу. В результате мы или придем к
противоречию или к ситуации n = 2, C2 ⊂ c(R2) – кокрест в R2 и C2

регулярно в ℓ∞(2).
Тогда в C2 в силу условия eqcR2(C2) ̸= ∅ найдется точка с координа-

тами (α, 0), α ̸= 0, – но по п. 1 такая ситуация невозможна. Предложе-
ние 4.2 доказано. �

Для доказательства теоремы 4.1 воспользуемся следующим результа-
том, принадлежащим Д. Браессу [144].

Лемма 4.A. Пусть M — строгое солнце в ℓ∞(n). Если u,w ∈ M ,
то существует непрерывная дуга k(t) ⊂ M , 0 6 t 6 1, соединяющая
u с w , такая, что ее координатные функции ki(t) монотонны по t,
i = 1, . . . , n. Функции ki(t) строго монотонны при условии, что u =| w .

Доказательство теоремы 4.1. Необходимость. Предположим,
что M — строгое солнце в ℓ∞(n). По предложению 4.1 множество M

не является кокрестом.
Если eqc(M) = ∅, то отношение ‘=M| ’ совпадает с ‘=| ’, поэтому строгая

ℓ1-выпуклость M немедленно следует из леммы 4.A и теоремы 3.A.
Предположим, что eqc(M) ̸= ∅; без ограничения общности предпо-

ложим, что eqc(M) = {1, . . . ,m}, 1 6 m < n. Тогда M содержится
в аффинном координатном подпространстве Hn−m размерности n − m.
Следовательно, Hn−m можно отождествить с пространством ℓ∞(n−m) –
здесь мы без ограничения общности предполагаем, что 0 ∈M . Ясно, что
M – строгое солнце в ℓ∞(n−m). Теперь строгая ℓ1-выпуклость M сле-
дует из леммы 4.A и теоремы 3.A, примененных к ℓ∞(n−m).
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Достаточность. Без ограничения общности можно считать, что
eqc(M) = ∅. Тогда случай eqc(M) ̸= ∅ будет следовать из случая
eqc(M) = ∅, поскольку если eqc(M) ̸= ∅ и H – координатное аффинное
подпространство в Rn, содержащее M , и M – строгое солнце в (H, ∥·∥∞),
то M – строгое солнце в ℓ∞(n). Этот факт является следствием теоре-
мы 3.C.

Итак, eqc(M) = ∅. По теореме 3.A множество M является солнцем.
Докажем, что M является строгим солнцем, для чего воспользуемся
теоремой 1.A и докажем, что для любой точки x /∈ M и любой точки
y ∈ PMx выполнено

›

K(y, x) ∩M = ∅. Без ограничения общности счи-
таем x = 0, ρ(0,M) = ∥y∥ = 1, а также yi > 0, i = 1, . . . , n. Обозначим
J = {j | yj = 1}. Так как ∥y∥ = 1 и yi > 0, то J ̸= ∅.

Предположим, что
›

K(y, 0) ∩M ̸= ∅.
Для точки v ∈ Rn определим

E(v) =
{
x ∈ Rn | xm = vm для некоторого m = m(x) ∈ {1, . . . , n}

}
.

Ясно, что E(v) – основной кокрест в Rn. Определим H = E(y)∩
›

K(y, 0).
1. Пусть w ∈

›

K(y, 0) ∩ M и w /∈ H. Тогда w /∈ E(y). Поэтому
w =| y, и по строгой ℓ1-выпуклости M это влечет, что w и y могут быть
соединены строго монотонным ℓ1-геодезическим сегментом k(t) ⊂ M ,
k(0) = y, k(1) = w.

Докажем, что k(t) ⊂
›

B(0, 1) при всех достаточно малых t. В нашей
ситуации

›

K(y, 0) = {z | zj < 1 при j ∈ J}. Так как w ∈
›

K(y, 0) и
координатные функции кривой k(t) строго монотонны, то wj < kj(t) < 1
при j ∈ J и всех 0 < t < 1. Поскольку kj(t) → yj = 1 при t → 0, j ∈ J ,
то для некоторого ε > 0

0 < kj(t) < 1 при j ∈ J и t ∈ (0, ε). (4.2)

Далее, km(t) → ym при t → 0, 1 6 m 6 n, и 0 6 yi < 1 при i /∈ J .
Поэтому при некотором ε1 > 0

|ki(t)− yi| < 1− yi при i /∈ J, 0 < t < ε1.

Отсюда и из (4.2) имеем

−1 < km(t) < 1, t ∈ (0,min{ε, ε1}), m = 1, . . . , n.

Следовательно, k(t) ⊂
›

B(0, 1) при t ∈ (0,min{ε, ε1}). Однако это невоз-
можно, так как по условию y ∈ PM0, т.е.

›

B(0, 1) ∩M = ∅.
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2. Предположим теперь, что M ∩
›

K(y, 0) ⊂ H. Пусть u ∈ H ∩M .
Так как M не кокрест и eqc(M) = ∅, то M ̸⊂ E(u). Следователь-
но, найдется точка v ∈ M , v /∈ E(u), т.е. v =| u. В этом случае по
строгой ℓ1-выпуклости M точки u и v соединены строго монотонным
ℓ1-геодезическим сегментом k(t) ⊂ M , 0 6 t 6 1, k(0) = u, k(1) = v.
Так как u ∈

›

K(y, 0), то uj < 1 при j ∈ J и, следовательно, kj(t) < 1 при
j ∈ J и 0 < t < ε2 при некотором ε2, т.е. k(t) ∈

›

K(y, 0) при 0 < t < ε2.
Из строгой монотонности k(t) следует, что k(t) =| y при всех t ∈ (0, ε3)
при некотором ε3. Итак, при 0 < t < min{ε2, ε3} кривая k(t) ⊂M содер-
жится в

›

K(y, 0) и не содержится в H, что противоречит предположению
M ∩

›

K(y, 0) = H.
Окончательно, предположение

›

K(y, 0)∩M ̸= ∅ неверно и M – строгое
солнце по теореме 1.A. Теорема 4.1 доказана. �

4.2. Характеризация чебышёвских множеств в пространствах
типа C(Q). В данном параграфе мы рассматриваем и решаем давно
стоящую задачу о характеризации в геометрических терминах чебышёв-
ских множеств в пространствах типа C(Q). Для пространства ℓ∞(n)
такая задача была поставлена в 1980-х годах независимо В. М. Тихоми-
ровым и Х. Беренсом. На плоскости исчерпывающий ответ для про-
извольной нормы был дан П. Грубером [202] (см. также теорему 4.C в
§ 4.5). Ч. Данхем [179; Theorem 6] и Д. Браесс [144] независимо получи-
ли характеризацию, соответственно, ограниченно компактных и аппрок-
симативно компактных чебышёвских множеств в пространстве C(Q) в
аппроксимативных терминах (см. теорему 4.A).

Полный ответ на вопрос геометрической характеризации чебышёвских
множеств в пространстве ℓ∞(n) дается в теореме 4.2 (Алимов [7]).

Нам потребуются несколько определений.
Пусть X = ℓ∞(n) или c0. Пусть также k ∈ Z+, k 6 dimX.
Пусть, как и выше, cAffk(X) – класс всех аффинных координатных

подпространств из X размерности k, cAffk(c0) – класс всех аффинных
координатных подпространств коразмерности k.

Далее, пусть M ⊂ X, 2 6 k 6 n, P ∈ cAffk(X), Q ∈ cAffk−1(P ).
Мы будем говорить, что Q – локально опорная гиперплоскость к мно-

жеству M в подпространстве P (Q ∈ locTanP (M)), если найдутся точка
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x ∈ P ∩M и ее окрестность O(x) в P такие, что Q является опорной
гиперплоскостью к M ∩O(x) в P . Утверждение, что Q – опорная гипер-
плоскость к множеству M ∩ P в подпространстве P будет пониматься
обычным образом и записывается в виде Q ∈ TanP (M).

Теорема 4.2 (характеризация чебышёвских множеств в ℓ∞(n)). Мно-
жество M ̸= ∅ является чебышёвским в ℓ∞(n) тогда и только тогда,
когда одновременно выполнены следующие условия:

a) множество M замкнуто;
b) множество M ∩ P связно для любых k = 1, . . . , n и P ∈
cAffk(Rn);

c) для любых k = 2, . . . , n, P ∈ cAffk(Rn) и Q ∈ cAffk−1(P ) из усло-
вия Q ∈ locTanP (M) вытекает, что Q ∈ TanP (M) и пересечение
Q ∩M одноточечно.

Развитием теоремы 4.2 на случай пространства c0 является следующий
результат (Алимов [123]).

Теорема 4.3. Аппроксимативно компактное подмножество M про-
странства c0 является чебышёвским в c0 тогда и только тогда, когда
одновременно выполнены следующие условия:

a) множество M ∩H связно при всех k ∈ Z+ и H ∈ cAffk(c0);
b) для любых k ∈ Z+ , H ∈ cAffk(c0) и Q ∈ cAff(k+1)(H) из условия
Q ∈ locTanH(M) вытекает, что Q ∈ TanH(M) и пересечение Q ∩
M одноточечно.

Сразу отметим следующее достаточно неожиданное следствие из тео-
рем 4.2–4.3; мы его докажем ниже.

Теорема 4.4. Имеют место следующие утверждения:
1) Чебышёвское множество в ℓ∞(n) является экстремально чебы-

шёвским. Иными словами, если Π – брус в ℓ∞(n), M ∩ Π ̸= ∅,
M ∩ ri Π = ∅, то пересечение M ∩ Π одноточечно.

2) Пусть M – аппроксимативно компактное чебышёвское множе-
ство в c0 . Предположим, что Π – замкнутый промежуток конечного
дефекта в c0 , M ∩ Π ̸= ∅, M ∩ ri Π = ∅. Тогда пересечение M ∩ Π
одноточечно.

Иными словами, в пространствах ℓ∞(n) и c0 чебышёвское множество
является чебышёвским “во всём”.
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Для доказательства теорем 4.2, 4.3 нам потребуются несколько техни-
ческих результатов. Также нам придется рассмотреть вопрос об аппрок-
симативных свойствах сечений чебышёвских множеств, солнц и строгих
солнц координатными подпространствами. Более подробно данный во-
прос в более общей постановке для пересечений с брусами и замкнутыми
промежутками будет рассмотрен в гл. 4.

Для x, y ∈ ℓ∞(n) через m̊(x, y) обозначим относительную внутренность
оболочки m(x, y). Напомним, что в силу равенства m(·, ·) = [[·, ·]] (име-
ющего место в любом сепарабельном пространстве)

m(x, y) = {z | ∥x− y∥ℓ1(n) = ∥x− z∥ℓ1(n) + ∥z − y∥ℓ1(n)}.
Лемма 4.1. Пусть M ⊂ Rn – солнце в ℓ∞(n) и H ∈ cAffn−1(Rn).

Посредством H+, H− обозначим два непересекающихся открытых по-
лупространства с границей H . Для x, y ∈ H , x ̸= y , будем считать
Z = m(x, y) или Z = m̊(x, y), и положим Z± = {z ∈ H± | projH z ∈ Z}.
Тогда если Z ∩M = ∅, то

Z+ ∩M = ∅ или Z− ∩M = ∅.

Доказательство. Без ограничения общности считаем 0 ∈ H. Пусть
f – линейный функционал на Rn такой, что Ker f = H. Тогда H± =
{z ∈ Rn | f(z) ≷ 0}.

Предположим противное: пусть x, y ∈ H таковы, что выполнено

Z ∩M = ∅, но Z+ ∩M ̸= ∅ и Z− ∩M ̸= ∅.

Выберем z± ∈ Z± ∩M . Поскольку M – солнце, то по теореме 3.A оно
замкнуто и ℓ1-выпукло; поэтому найдется ℓ1-геодезический сегмент (мо-
нотонная дуга) k(t) ⊂ M , t ∈ [0, 1], соединяющий z+ и z−. Поскольку
projH z

± ∈ Z, то m(projH z
+, projH z

−) ⊂ Z. Из этого, в силу монотонно-
сти по t координатных функций ki(t), i = 1, . . . , n, кривой k(t), следует,
что

projH k(t) ⊂ m(projH z
+, projH z

−) ⊂ Z.

Окончательно, поскольку f(z+)f(z−) < 0, из непрерывности k(t) следу-
ет, что найдется t0 ∈ (0, 1), для которого f(k(t0)) = 0, т. е. k(t0) ∈ Z. Но,
поскольку k(t) ⊂M , мы получили противоречие с тем, что Z ∩M = ∅.
Лемма 4.1 доказана. �

Для F ⊂ Rn и y ∈ bdF определим

cone(F, y) = {αf + (1− α)y | f ∈ F, α > 0}.
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Если X = ℓ∞(n), y ∈ X и ∥y∥∞ = 1, то положим

E(y) — наименьшая грань шара B, содержащая y (тогда y ∈ riE(y)),
F(y) — множество всех собственных граней шара B, содержащих y,

где, напомним, гранью выпуклого множества C называется такое его вы-
пуклое подмножество F ⊂ C, что концы каждого отрезка в C, имеющего
относительную внутреннюю точку в F , принадлежат множеству F .

Следующее утверждение является техническим и наглядно ясным.
Лемма 4.2. Пусть X = ℓ∞(n), ∥y∥∞ = 1. Тогда

bd
›

K(y, 0) =
∪

F∈F(y)

cone(riF, y). (4.3)

Утверждение леммы 4.2 немедленно следует из определения опорного
конуса

›

K(y, 0) и утверждения, что для выпуклого тела C ⊂ Rn выполне-
но bdC = ∪ riF , где объединение берется по всем собственным граням
тела C (см., например, [89; теорема 18.2]).

Для доказательства теоремы 4.2 мы рассмотрим следующий вопрос,
имеющий самостоятельный интерес и являющимся одним из вариантов
вопроса о локальных аппроксимативных свойствах множеств.

Дано множествоM ⊂ Rn, обладающее определенными аппроксиматив-
ными свойствами в ℓ∞(n). Пусть H ⊂ Rn – подпространство. Какими
будут аппроксимативные свойства множества M ∩H в подпространстве
H с нормой, индуцированной9 нормой ℓ∞(n)? Ответ на этот вопрос прин-
ципиально отличается в зависимости от того, является ли подпростран-
ство H координатным (экстремальным) или нет.

Следующий простой пример на плоскости R2 = {(ξ1, ξ2)} чебышёвского
множества M = {ξ2 = 1/ξ1 | ξ1 > 0} в ℓ∞(2) и некоординатной прямой
H = {ξ1 + ξ2 = 4} показывает, что пересечение M ∩ H несвязно и,
следовательно, не может являться чебышёвским множеством в H ни в
какой норме на H.

9Более конкретно: для определения нормы на H за нулевой элемент θ можно
принять любой элемент из H, тогда норму на H определим как функционал Мин-
ковского множества B(θ, 1)∩H относительно точки θ. Поскольку H – координатное
(экстремальное) подпространство, то ясно, что если

›

B(x, 1)∩H ̸= ∅, то пересечение
B(x, 1) ∩ H изометрически изоморфно множеству B(θ, 1) ∩ H. Если координатное
подпространство H снабжено определенной таким образом нормой, то для обозна-
чения шара, сферы, конуса и т. п. мы будем использовать те же обозначения, что и
для всего пространства, но с индексом H внизу: BH(x, r), SH(x, r),

›

KH(x, y) и т. п.
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Оказывается, что если брать подпространство H координатным (экс-
тремальным), то ситуация в корне меняется: чебышёвские множества и
солнца в ℓ∞(n) сохраняют свои аппроксимативные свойства в H при пе-
ресечении с координатными подпространствами H, а пересечение стро-
гого солнца с координатным подпространством H всегда является солн-
цем в H и “почти всегда” является строгим солнцем (см. теорему 4.5,
Алимов [7]).

Теорема 4.5. Пусть M ⊂ Rn , 1 6 k 6 n − 1 и H ∈ cAffk(Rn) –
координатное аффинное подпространство, норма на H индуцирована
нормой ∥ · ∥∞ в Rn . Пусть M ∩H ̸= ∅. Тогда:

а) Если M – чебышёвское множество в ℓ∞(n), то M ∩ H – чебы-
шёвское множество в H ;

б) Если M – солнце в ℓ∞(n), то M ∩H – солнце в H ;
в) Если M – строгое солнце в ℓ∞(n), то возможны два варианта:
или M ∩ H – строгое солнце в H , или M ∩ H – солнце, но не
строгое солнце в H , в последнем случае найдется опорный конус
K =

›

K(ξ, ζ) ⊂ Rn линейной размерности10 > k такой, что H ⊂
bdK и intK ∩M = ∅, при этом M ̸⊂ H .

Замечание 4.2. В теореме 4.5 утверждение б) известно и следует из
теоремы 3.A; утверждения а) и в) являются новыми. Пункт в) указы-
вает на возможность существования такого строгого солнца M , сечение
которого координатным подпространством H может не быть строгим
солнцем в H (и в [5] (см. также (4.1)) построен пример такого строгого
солнца M и такой гиперплоскости H в ℓ∞(3)). Однако такая ситуация
не является типичной, так как в таком случае по п. в) гиперплоскость H
является опорной к M и, более того, M ̸⊂ H, и поэтому таких “непра-
вильных” гиперплоскостей H не более 2n.

В бесконечномерном случае имеет место следующий результат (см.
также теорему 4.3, § 4.4).

Теорема 4.6. Пусть M – чебышёвское солнце в X = c0, c или ℓ∞ и
пусть H ∈ cAffk(X) – координатное подпространство размерности k .

10Напомним, что под линейной размерностью выпуклого множества C ⊂ Rn по-
нимается размерность максимального аффинного подпространства, содержащегося
в C. Понятно, что для опорного конуса

›

K(x, y) в ℓ∞(n) такое максимальное подпро-
странство всегда можно выбрать координатным.
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Предположим, что M ∩ H ̸= ∅. Тогда M ∩ H – чебышёвское солнце
в H .

Доказательство теоремы 4.6. Без ограничения общности считаем
0 ∈ H и отождествим H с Rk, считая множество I в определении H ∈
cAffk(X) равным I = {k + 1, k + 2, . . . }. Из теоремы 3.4 следует, что
M ∩Hn – солнце в Hn для всех n ∈ N, являющееся монотонно линейно
связным множеством. Не ограничивая общности считаем 0 /∈ M ∩ Hk,
ρ(0,M∩Hk) = 1, где ρ(0,M∩Hk) – расстояние от 0 доM∩Hk. Определим
подпространство Hk+1 как

H ⊕ {x ∈ X | x(k+1) ∈ R, x(j) = 0 при j ̸= k + 1}.
В Rk+1 рассмотрим два множества

B±k+1 = {x ∈ Rk+1 | |x(1)| < 1, . . . , |x(k)| < 1, x(k+1) ≷ 0}.
Поскольку M ∩ Hk+1 монотонно линейно связно, то по крайней од-
но из множеств B+

k+1 или B−k+1 не пересекается с projRk+1(M ∩ Hk+1).
Положим xk+1 = (0, . . . , 0,±1, 0, . . . ), где знак “+” выбирается, если
B+

k+1 ∩ (projRk+1(M ∩ Hk+1)) = ∅, “−” – в противном случае. Продол-
жая этот процесс мы получаем последовательность точек (xi)i>k; у нее
есть w∗-слабый предел x0 (как у ограниченного подмножества в ℓ∞). По
построению открытый шар

›

Bℓ∞(x0, 1) с центром в x0 и радиуса 1 не пе-
ресекается с M в ℓ∞.

Предположим теперь, что M ∩ Hk – не является чебышёвским мно-
жеством в Hk. Тогда у точки 0 найдутся по крайней мере две бли-
жайшие точки y1, y2 из M ∩ Hk. Более того, найдется монотонная ду-
га k(·), соединяющая y1 и y2 и также лежащая в PM∩Hk

0. Поскольку
›

Bℓ∞(x0, 1) ∩M = ∅, то в случае X = ℓ∞ сразу имеем противоречие с
условием, что M – чебышёвское множество.

Рассмотрим теперь случай X = c0, c. Положим

x′0 = (0, . . . , 0, x
(k+1)
0 /(k + 1), x

(k+2)
0 /(k + 2), . . . ).

По построению x′0 /∈M ; пусть δ – расстояние от x′0 доM . Пусть y ∈ k(·) –
произвольная точка монотонной дуги k(·), расположенная между y1 и y2.
Далее, пусть

x′′0 = ((1− δ)y(1), . . . , (1− δ)y(k), x′(k+1), . . . ).

Тогда расстояние от x′′ до M также равно δ (мы изменили лишь первые
k координат) и y ∈ PMx

′′. Пусть x′′k = projRk x′′. Для шара в ℓ∞(k)
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выполнено:

если ∥s∥ = 1, s ∈ ℓ∞(k) и (y, s) ⊂ Sℓ∞(k)(0, 1),

то (y, s) ∩ Sℓ∞(k)(x
′′
k, δ) ̸= ∅.

В силу этого, поскольку y ∈ PMx
′′, имеем, что и некоторый “кусок”

кривой k(·) также содержится во множестве PMx
′′, что противоречит

условию, что M – чебышёвское множество. �
Доказательство теоремы 4.5. Применяя нужное число раз тео-

рему 4.6, получаем п. а).
б) следует из теоремы 3.A. Действительно, если M – солнце в ℓ∞(n),

то по теореме 3.A оно ℓ1-выпукло и замкнуто, а, следовательно, для
любого координатного подпространстваH множествоM∩H ℓ1-выпукло.
Индуцированная норма на H совпадает с ℓ∞-нормой. Снова применяя
теорему 3.A получаем, что M – солнце в H.

Докажем в). Нам требуется доказать следующее утверждение для ν =
n− 1, . . . , k:

Пусть M – строгое солнце в ℓ∞(n). Тогда если H ∈ cAffν(Rn)
такое, что M ∩H ̸= ∅ и M ∩H не является строгим солнцем
в H, то M ̸⊂ H и существует опорный конус K ⊂ Rn линей-
ной размерности > ν такой, что H ⊂ bdK и intK ∩M = ∅.

(∗ν)

Докажем (∗ν) по индукции. Базис индукции. Установим (∗n−1). Пусть
H ∈ cAffn−1(Rn). По п. б) теоремы 4.5 M ∩ H – солнце в H. Пред-
положим, что M ∩ H – не является строгим солнцем в H. Тогда по
теореме 1.A найдутся точка x ∈ H \M и точка y ∈M ∩H, ближайшая
к x в H, такие, что

›

KH(y, x) ∩M ∋ ξ ̸= ∅. Без ограничения общности
положим x = 0, ∥y∥ = 1 и отождествим H с Rn−1. Обозначим

›

BH =
›

B ∩H.

Тогда
›

BH ∩M = ∅. Пусть ψ – линейный функционал на Rn, Kerψ = H,
ψ(0, . . . , 0, 1) = 1. Обозначим

›

B±H = {z ∈ Rn | ψ(z) ≷ 0 и projH z ∈
›

BH}.

По лемме 4.1
›

B+
H ∩ M = ∅ или

›

B−H ∩ M = ∅. Меняя, если необ-
ходимо ψ на −ψ, считаем, что

›

B+
H ∩ M = ∅. Тогда, если обозначить

x̂ = (0, . . . , 0, 1), то шар
›

B(x̂, 1) содержится в цилиндре
›

B+
H и, следова-

тельно, не пересекается сM . Ясно, что y ∈ PM x̂. ПосколькуM – строгое
155



солнце в ℓ∞(n), то
›

K(y, x̂)∩M = ∅ по теореме 1.A. Из построения ясно,
что projH

›

K(y, x̂) =
›

KH(y, 0). Поэтому

{z ∈ Rn | ψ(z) > 0 и projH z ∈
›

KH(y, 0)} ∩M = ∅. (4.4)

Теперь вспомним, что ξ ∈
›

KH(y, 0)∩M и положим ξ̂ = ξ + x̂. Из (4.4)
следует, что

›

B(ξ̂, 1) ∩ M = ∅. Поэтому ξ ∈ PM ξ̂. Более того, по-
скольку BH(ξ, 1) – гипергрань шара B(ξ̂, 1) и projH ξ̂ = ξ, то что ξ –
точка гладкости шара B(ξ̂, 1). Поэтому

›

K(ξ, ξ̂) – открытое полупро-
странство с границей H. Далее, M – строгое солнце в ℓ∞(n), поэтому
›

K(ξ, ξ̂) ∩ M = ∅. Итак, H – опорная гиперплоскость к M , при этом
{z | ψ(z) > 0} ∩M = ∅.

По условию M – строгое солнце в ℓ∞(n), а по предположению M ∩H
не является строгим солнцем в H. Поэтому M ̸⊂ H и (∗n−1) доказано.

Шаг индукции. Предположим теперь, что (∗j) верно для всех j > ν+1.
Докажем (∗ν). Пусть H ∈ cAffν(Rn). Не ограничивая общности отож-
дествим H с Rν и считаем, что 0 ̸∈ M . Пусть y ∈ M – ближайшая
точка из M для 0 в H, не являющая точкой светимости для 0, т. е.
›

KH(y, 0) ∩M ∋ ξ ̸= ∅.
Пусть подпространство H1 ∈ cAffν+1(Rn) таково, что H ⊂ H1. Заме-

тим, что из предположения, что M не является строгим солнцем в H1,
сразу следует (∗ν). Действительно, первая часть утверждения (∗ν) сле-
дует из (∗ν+1), а утверждение, что M ̸⊂ H, доказывается как и выше:
если предположить, что M ⊂ H, то, применяя лемму 4.1 (n − ν) раз,
имеем,

›

B ∩M = ∅, y ∈ PM0, ξ ∈
›

K(y, 0).

Соответственно, по теореме 1.A имеем противоречие со строгой солнеч-
ностью M в ℓ∞(n). Поэтому ниже всегда считаем, что

M – строгое солнце в H1. (4.5)

Отметим, что из (4.5) сразу следует, что M ̸⊂ H.
Пусть 0H – нулевой элемент в H. По лемме 4.1

›

BH + (0H , α)∩M = ∅
для всех α > 0 или всех α < 0 (далее считаем выбранным знак “>” в по-
следнем утверждении), здесь элемент (0H , α) принадлежит H1. Отсюда,
положив, θ1 = (0H , 1) ∈ H1, имеем:

›

BH1(θ1, 1) ∩M = ∅. Следователь-
но, в силу (4.5),

›

KH1(y, θ1) ∩M = ∅. Как и при доказательстве (∗n−1)
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имеем, что ξ ∈ bdH1

›

KH1(y, θ1), откуда
›

BH1(θ1 + ξ, 1) ∩ M = ∅ и ξ –
точка гладкости этого шара. Это влечет, что конус

›

K1 =
›

K1
H(ξ, θ1 + ξ)

является открытым полупространством в H1, не пересекающимся с M в
силу (4.5) и теоремы 1.A.

Теперь пусть H2 ∈ cAffν+2(Rn) таково, что H1 ⊂ H2. Как и для
H1 имеем две возможности: если M ∩ H2 – не строгое солнце в H2,
то, действуя как и выше, из (∗ν+2) получаем (∗ν); если же M ∩ H –
строгое солнце в H2, то аналогично предыдущему получаем точку θ2 =
(θ1, 1) ∈ H2. Тогда

›

BH2(θ2, 1) ∩M = ∅, y – солнечная точка из M в H2

для θ2 и, как и выше, открытый опорный конус
›

K2 :=
›

KH2(ξ, θ2 + ξ) не
пересекается с M .

Аналогично продолжаем этот процесс до n, получая подпространства
Hj, конуса

›

Kj и точки θj, j > 3. Как и выше, имеем две возможности:
если M ∩ Hj0 – не строгое солнце в Hj0 для некоторого j0 > 3, тогда
из (∗ν+j0) получаем (∗ν); если жеM∩Hj – строгое солнце вHj для всех j,
то аналогично предыдущему конус

›

Kn :=
›

K(ξ, θn + ξ) не пересекается
с M . Поскольку H ⊂

›

Kn, то линейная размерность конуса
›

Kn равна ν.
Теорема 4.5 доказана �

Доказательство теоремы 4.2. ПустьM – чебышёвское множество
в ℓ∞(n). Установим а)–в).

Ясно, что M замкнуто. Докажем б). Пусть k ∈ {1, . . . , n} и P ∈
cAffk(Rn) произвольны. Предположим, что M ∩ P ̸= ∅. По теоре-
ме 4.5 M ∩ P – чебышёвское множество в P . Поскольку в конечномер-
ных пространствах чебышёвские множества связны (см., например, [66;
стр. 975]), то M ∩ P связно.

в) Пусть k ∈ {2, . . . , n}, P ∈ cAffk(Rn) и Q ∈ cAffk−1(P ) произвольны.
Без ограничения общности считаем 0 ∈ Q. Пусть x ∈ Q ∩M и O(x) –
выпуклая окрестность точки x в P такая, что Q является опорной гипер-
плоскостью в точке x к множеству M∩O(x) в подпространстве P . Тогда
›

B(x, r) ⊂ O(x) для некоторого r > 0. Пусть φ – линейный функционал
на P , Kerφ = Q. Обозначим

Q− = {z ∈ P | φ(z) < 0}.
Не ограничивая общности считаем Q− ∩ (M ∩ O(x)) = ∅.

Выберем точку ξ ∈ Q− таким образом, что projQ ξ = x и ∥x−ξ∥ < r/2.
Тогда

›

BP (ξ, ∥ξ − x∥) ⊂ Q− ∩ O(x). По теореме 4.6 M ∩ P – чебышёв-
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ское множество в P . Поэтому по теореме 1.A
›

KP (x, ξ) ∩M = ∅. По-
скольку projP ξ = x, то x – точка гладкости шара BP (ξ, ∥ξ − x∥); по-
этому

›

KP (x, ξ) – открытое полупространство, совпадающее с Q−. Итак,
›

KP (x, ξ)∩M = ∅, и мы доказали глобальную опорность гиперплоскости
Q к множеству M ∩ P .

Утверждение, что M ∩Q пересекаются только по одной точке следует
из представления конуса

›

K(x, ξ) в виде (1.9):
›

KP (x, ξ) =
∪
α>0

›

BP (αξ + (1− α)x, α∥x− ξ∥),

откуда x – единственная ближайшая точка из M ∩ P для любой точки
вида αξ + (1 − α)x, а поскольку bd

›

KP (x, ξ) = Q, в силу чебышёвости
M ∩ P , окончательно имеем M ∩Q = {x}. Свойство в) доказано.

Пусть для M ⊂ Rn выполнены условия а)–в). Докажем, что M –
чебышёвское множество.

Пусть x /∈ M . Установим, что x имеет в точности одну ближайшую
из M . Без ограничения общности считаем x = 0, ρ(x,M) = 1.

По условию а) M замкнуто, поэтому PMz ̸= ∅ для любого z ∈ Rn.
Пусть y ∈ PM0 такова, что величина

d := max{dimE(z) | z ∈ PM0}

максимальна. Понятно, что если F – грань шара B и dimF > d, то
riF ∩M = ∅.

Установим, что
PM0 = {y}. (4.6)

1. Пусть d = n − 1. Положим P = Rn, Q = aff E(y). Поскольку
›

B ∩M = ∅, то Q – локально опорная гиперплоскость к множеству M в
точке y. По свойству в) Q – опорная гиперплоскость к множеству M в
точке x и Q ∩M = {x}. Ясно, что тогда PM0 = {y}.

2. Пусть теперь 1 6 d < n− 1. Без ограничения общности считаем

y = (1, 1, . . . , 1, ξn−d+1, . . . , ξn), |ξi| < 1, i = n− d+ 1, . . . , n.

Тогда
›

K(y, 0) = {z | z1 < 1, . . . , zn−d < 1}, и по лемме 4.2

bd
›

K(y, 0) =
∪

F∈F(y)

cone(riF, y).
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Покажем, что
aff E(y) ∩M = {y}. (4.7)

Действительно, пусть Φ ∈ F(y), dim Φ = d+1 (ясно, что такая грань Φ
существует). Применим условие в) к паре P = aff Φ, Q = aff E(y) в
точке y. По определению числа d имеем, что ri Φ ∩ M = ∅. Далее,
y ∈ riE(y) ⊂ rb Φ, откуда по условию в)

cone(ri Φ, y) ∩M = ∅ и aff E(y) ∩M = {y}, (4.8)

доказывая (4.7).
Индукцией по размерности j грани F ∈ F(y) \ {E(y)} докажем, что

cone(riF, y) ∩M = ∅ и cone(F, y) ∩M = {y} (∗∗j)

выполнено для любого j = d + 1, . . . , n − 1. Утверждение (∗∗d+1)
установлено в (4.8). Предположим, что (∗∗j) доказано для всех j =
d+2, . . . , ν−1. Требуется установить (∗∗ν). Пусть F ∈ F(y), dimF = ν.

Без ограничения общности считаем

F =
{
(1, . . . , 1, ηn−ν+1, . . . , ηn)

}
, |ηµ| 6 1, µ = n− ν + 1, . . . , n

(допуская произвол в выборе n − ν единиц среди первых d координат
точек из F ). Пусть теперь G1, . . . , GN – все (ν−1)-мерные грани из F(y).
Ясно, что Gµ ⊂ rbF и E(y) ⊂ Gµ ∩ F , µ = 1, . . . , N . Из определения F
и G1, . . . , GN вытекает, что

rb cone(riF, y) =
∪

µ=1,...,N

cone(Gµ, y) (4.9)

и, следовательно, из (11) и (∗∗ν−1),

rb cone(riF, y) ∩M = {y}. (4.10)

Поскольку ν > d + 1, то riF ∩ M = ∅. Теперь, из (12), используя
связность пересечения M ∩ aff F (условие б)) и пользуясь тем, что riF ∩
M = ∅ имеем:

cone(riF, y) ∩M = ∅. (4.11)

Окончательно, из (4.10) и (4.11) получаем (∗∗ν).

Итак, (∗∗j) выполнено для любого j = d+ 1, . . . , n− 1.
Теперь из (4.3), (4.7) и (∗∗d+1), . . . , (∗∗n−1) следует, что

bd
›

K(y, 0) ∩M = {y}. (4.12)
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Применяя условие б) к P = Rn и пользуясь тем, что
›

B∩M = ∅, из (4.12)
окончательно получаем, что

›

K(y, 0) ∩M = ∅ и bd
›

K(y, 0) ∩M = {y}.

Это показывает, что PM0 = {y}.
3. Нам осталось рассмотреть случай d = 0. Если y ∈ PM0 и E(y) =
{y}, то по определению d F ∩M = {y} для любого F ∈ F(y) \ {E(y)}.
Поэтому из (4.3) имеем: bd

›

K(y, 0) ∩M = {y}. Далее, пользуясь связ-
ностью M в Rn и тем, что

›

B ∩M = ∅, получаем, что PM0 = {y}.
Итак, из пунктов 1–3 следует (4.6), т. е. PM0 = {y}, и мы установили,

что M – чебышёвское множество, доказывая этим теорему 4.2. �

Прежде, чем перейти к доказательству теоремы 4.3, установим
несколько вспомогательных утверждений.

Для начала нам потребуется показать, что в c0 чебышёвское множество
с непрерывной метрической проекцией (в частности, аппроксимативно
компактное чебышёвское множество) является солнцем. Мы воспользу-
емся следующим результатом [153], см. также [50; теорема 4.18].

Лемма 4.B. Предположим, что линейное нормированное простран-
ство X удовлетворяет условию

∀p ∈ S
›

K(p, 0) ⊂
∪{

›

K(p, y)
∣∣∣ y ∈ S, p /∈ S ∩ ›

K(p, y)
}
. (4.13)

Пусть также M – чебышёвское множество в X такое, что для каж-
дого x /∈ M сужение оператора метрической проекции PM на луч
{λx+ (1− λ)PMx | λ > 0} непрерывно в x. Тогда M – солнце.

Д. Амир и Ф. Дойч [128] установили, что пространство C[0, 1] удовле-
творяет условию (4.13). Как следствие, в C[0, 1] чебышёвское множество
с непрерывной метрической проекцией является солнцем. (Аналогичный
более общий результат для пространства C(Q) был получен Д. Браессом
[144; Theorem 5.1] иным способом.) В предложении 4.3 мы показываем,
что это утверждение также имеет место в c0.

Предложение 4.3. В пространстве c0 чебышёвское множество
с непрерывной метрической проекцией является солнцем.

Отметим, что ниже мы покажем, что если M – аппроксимативно ком-
пактное чебышёвское множество в c0 , H ∈ cAffk , k ∈ N, то M ∩H –
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аппроксимативно компактное чебышёвское солнце в c0 множество и
аппроксимативно компактное чебышёвское множество в H (см. тео-
рему 4.7).

Доказательство предложения 4.3. Мы установим (4.13) и при-
меним лемму 4.B.

Пусть p ∈ S. Положим y = −p. Из определения опорного конуса ясно,
что

›

K(p,−p) =
›

K(p, 0). Для проверки (4.13) следует установить, что

p /∈ S ∩
›

K(p, 0). (4.14)

Предположим противное. Пусть

y(n) ∈ S, y(n) → p, y(n) ∈
›

K(p, 0). (4.15)

Не ограничивая общности считаем, что p = (1, . . . , 1, pk+1, . . . ), где
|pj| < 1, j > k + 1. Тогда из включения y(n) ∈

›

K(p, 0) = {z | zj < 1,
верного при всех j = 1, . . . , k}, следует, что y

(n)
j < 1 for 1 6 j 6 k.

Из сходимости y(n) → p имеем y
(n)
j > 0 при всех n > n1 и 1 6 j 6 k.

Далее, найдется номер n0 > n1 такой, что ∥y(n) − p∥ < 1/8 при всех
n > n0. Также существует номер N2 такой, что |pN | < 1/4 при всех
N > N2. Теперь убедимся, что можной найти такой номер N1, для ко-
торого |y(n)

N | < 1/2 при всех N > N1 и n > n0. Предположив противное,
имеем противоречие:

1

4
=

1

2
− 1

4
6 |y(n)

N | − |pN | 6 |y(n)
N − pN | 6 ∥y(n) − p∥ 6 1

8
.

При n > n0 имеем: 0 < y
(n)
j < 1 for 1 6 j 6 k, |y(n)

j | < 1/2, j > N1.
Так как y(n) ∈ S, то для каждого n > n0 найдется номер ν ∈ (k + 1, N1)

такой, что |y(n)
ν | = 1. Тогда

∥y(n) − p∥ > min
k+16ν<N1

∣∣1− |pν|
∣∣ > C > 0, n > n0,

что противоречит сходимости y(n) → p к (4.15). Предложение 4.3 дока-
зано. �

Далее для координатного аффинного подпространства H ⊂ c0 и z ∈ c0
через projH z обозначим естественную координатную проекцию z на H.
Норма ∥ · ∥H на H, индуцируемая ℓ∞-нормой объемлющего простран-
ства c0, определяется как функционал Минковского выпуклого множе-
ства B(θ, 1) ∩H относительно некоторой фиксированной точки θ ∈ H.
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Объекты аффинного подпространства H ⊂ c0 мы будем обозначать с
использованием индексаH; к примеру, замкнутый шар вH обозначается
как BH(x, r). Ясно, что

BH(x, r) = B(x, r)∩H,
›

BH(x, r) =
›

B(x, r)∩H, SH(x, r) = S(x, r)∩H

и
›

KH(x, y) =
›

K(x, y) ∩H.
Следующий результат (Алимов [123]) достаточно понятен.

Лемма 4.3. Пусть M – аппроксимативно компактное чебышёвское
множество в c0 и пусть H ∈ cAffω−1(c0). Через H+, H− обозначим
два непересекающихся полупространства с границей H . Предположим,
что

›

BH(x, r) ∩ M = ∅ при некоторых x ∈ H и r > 0. Определим
›

B±H = {u ∈ H± | projH u ∈
›

BH(x, r)}. Тогда
›

B+
H ∩M = ∅ или

›

B−H ∩M = ∅.

Доказательство леммы 4.3. Не ограничивая общности предполо-
жим, что r = 1, x = 0, 0 ∈ H, а также, что H = {y | y1 = 0}. Как
обычно, положим e1 = (1, 0, 0, . . . ). Пусть f ∈ (c0)

∗ – функционал такой,
что Ker f = H и ∥f∥ = 1 (при наших предположениях f(y) = y1). Тогда
H± = {u ∈ c0 | f(u) ≷ 0}.

Предположим противное:
›

BH(0, 1) ∩M = ∅, но
›

B+
H ∩M ̸= ∅ и

›

B−H ∩M ̸= ∅. (4.16)

Положим

α = inf{f(u) | u ∈
›

B+
H ∩M}, α = sup{f(u) | u ∈

›

B−H ∩M}. (4.17)

Покажем, что
α− α > 2. (4.18)

Предположив, что (4.18) неверно, определим β = (α+α)/2. Тогда ясно,
что β + 1 > α, β − 1 < α. Следовательно, sup

›

B(βe1, 1) = β + 1 > α,
inf

›

B(βe1, 1) = β − 1 < α, откуда
›

B(βe1, 1) ∩ (M ∩
›

B+) ̸= ∅ и
›

B(βe1, 1) ∩ (M ∩
›

B−) ̸= ∅. (4.19)

Ясно, что
›

BH(0, 1) разделяет
›

B(0, 1). Далее,
›

BH(0, 1) ⊂
›

B(βe1, 1) и
›

BH(0, 1) ∩M = ∅, откуда из (4.19) имеем, что
›

B(βe1, 1) ∩M не связно.
Получили противоречие, поскольку по хорошо известной теореме Вул-
берта (см. [265], [50; теорема 4.1], чебышёвское множество M c непрерыв-
ной метрической проекцией всегда

›

B-связно (т.е. M ∩
›

B(y, ρ) связно при
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любом выборе y ∈ X и ρ > 0). Как следствие, предположение α−α < 2
неверно и (4.18) доказано.

Теперь из (4.18) и (4.17) вытекает, что
›

B((α− 1)e1, 1) ∩M = ∅.

Здесь мы воспользовались (4.16), согласно которому α <∞.
Далее, из (4.17) вытекает, что существует последовательность (y(n)) ⊂

M такая, что

∥(α− 1)e1 − y(n)∥ → 1 = ρ(α− 1,M).

Так как M аппроксимативно компактно, то (y(n)) имеет подпоследова-
тельность, сходящуюся к некоторому ŷ ∈M . Ясно, что

ŷ ∈ PM(α− 1)e1, f(ŷ) = ŷ1 = α.

Окончательно, по предложению 4.3 M – солнце, откуда по теореме 1.A
мы имеем, что

›

K(ŷ, (α− 1)e1) ∩M = ∅. Здесь
›

K(ŷ, (α− 1)e1) = {z | z1 < α, εjzj < εj ŷj, j ∈ I},

где εj = sign ŷj, I = {i | |ŷi| = 1}. Как следствие,
›

B−H ⊂
›

K(ŷ, (α− 1)e1),
откуда

›

B−H ∩M = ∅, что противоречит (4.16). Лемма 4.3 доказана. �
Доказательство теоремы 4.4. По теореме 4.5 (соответственно,

теореме 4.2) для пространства ℓ∞(n) (пространства c0) пересечение M с
любым координатным подпространствомH конечного дефекта, H∩M ̸=
∅, является (аппроксимативно компактным) чебышёвским множеством
в H. Поэтому в случае ℓ∞(n) мы всегда можем предполагать, что
int Π ̸= ∅, M ∩ int Π = ∅, M ∩ Π ̸= ∅. Теперь из теоремы 4.2, в)
следует, что никакая собственная грань F выпуклого тела Π не может
содержать более одной точки из M в своей относительной внутренно-
сти riF . Далее, поскольку по теореме 4.2 пересечение M ∩F для любой
грани F и пересечение M∩Π связны, то пересечение Π∩M одноточечно.

В случае c0 результат теоремы 4.4 следует из леммы 4.3 по индукции с
учетом того, что любая грань телесного промежутка в c0 имеет конечный
дефект. �

Далее, как и в случае пространства ℓ∞(n), мы рассмотрим пересече-
ния чебышёвских множеств в c0 с координатными подпространствами.
Имеет место следующий результат (Алимов [123]).
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Теорема 4.7. Пусть M – аппроксимативно компактное чебышёв-
ское множество в c0 и пусть H ∈ cAffk(c0), k ∈ N, – координатное
подпространство конечной коразмерности. Тогда если M ∩H ̸= ∅, то
M ∩H – аппроксимативно компактное чебышёвское множество в H .

Теорема 4.7 будет следовать из более общей теоремы 4.8.
Из теоремы 4.7 и предложения 4.3 мы имеем следующее следствие.

Следствие 4.1. Пусть M – аппроксимативно компактное чебы-
шёвское множество в c0 и пусть H ∈ cAffk(c0), k ∈ N. Тогда M ∩H –
чебышёвское солнце в c0 ; в частности, M ∩ H – чебышёвское солнце
в H .

Далее, пусть H ∈ cAffω−1(c0) – координатная гиперплоскость, 0 ∈ H,
h ∈ (c0)

∗, ∥h∥ = 1, h|H = 0, a, b ∈ R, a 6 b. Посредством

ha,b = ha,b(H) = {x ∈ c0 | a 6 h(x) 6 b} (4.20)

обозначим слой координатных аффинных гиперплоскостей, лежащих
“между” a и b, Ясно, что h0,0 = H, h−∞,∞ = c0.

Теорема 4.8 (Алимов [123]). Пусть M – аппроксимативно ком-
пактное чебышёвское множество в c0 и пусть ha,b – слой координат-
ных гиперплоскостей (4.20). Тогда если M ∩ ha,b ̸= ∅, то

ha,b ⊂ T(M ∩ ha,b) ∩ AC(M ∩ ha,b). (4.21)

Иными словами, любая точка из слоя ha,b имеет единственную бли-
жайшую из множества (M ∩ ha,b).

(Напомним, что множества T(·) и AC(·) определены на стр. 7.)

Замечание 4.3. Понятно, что в общем случае PMx ̸= P(M∩ha,b)x при
x ∈ ha,b.

Доказательство теоремы 4.8. Пусть x ∈ ha,b\M . Не ограничивая
общности предположим, что x = 0, ρ(0,M ∩ ha,b) = 1, H = {y | y1 = 0}
и что h(e1) = 1. Ясно, что

›

BH(0, 1) ∩M = ∅ и
›

B(0, 1) ∩ (M ∩ ha,b) = ∅. (4.22)

Сначала покажем, что 0 ∈ AC(M ∩ ha,b). Пусть (y(n)) ∈ M ∩ ha,b –
минимизирующая последовательность для точки 0, т.е. ∥y(n)∥ → 1.
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Предположим противное: 0 /∈ AC(M∩ha,b), т.е. (y(n)) не содержит под-
последовательности, сходящейся к точке из M ∩ha,b. Тогда (ср. с (4.22))

›

B(0, 1) ∩M ̸= ∅, (4.23)

поскольку в противном случае последовательность (y(n)) являлась бы
минимизирующей из M для 0. Так как 0 – точка аппроксимативной
компактности для исходного множества M , то эта последовательность
должна иметь сходящуюся подпоследовательность. Ясно, что ее пре-
дельная точка лежит в M ∩ ha,b, что противоречит нашему предположе-
нию, что 0 /∈ AC(M ∩ ha,b).

Не ограничивая общности предположим, что пересечение
›

B(0, 1) ∩M
из (4.23) содержится в

›

B−H := {y | h(y) < 0}.
Применим лемму 4.3. Из (4.22) и (4.23) следует, что

›

B+
H ∩M = ∅. (4.24)

Положим α = suph(M ∩
›

B−H). Тогда −1 < α 6 a 6 0. Зафиксируем
точку x̂ = (1 + α)e1 и рассмотрим шар

›

B + x̂ =
›

B(x̂, 1). Ясно, что
›

B(x̂, 1) ⊂
›

B+
H , откуда

›

B(x̂, 1) ∩M = ∅ с учетом (4.24). Покажем, что

∥x̂− y(n)∥ → 1, (4.25)

т.e., что y(n) – минимизирующая последовательность из M ∩ ha,b для x̂.
Так как ∥y(n)∥ → 1, то для любого ε > 0 найдется номер N > 0 такой,

что 1 6 ∥y(n)∥ < 1 + ε для любого n > N . Далее, из того, что y(n) ∈ ha,b,
вытекает, что

|y(n)
j | < 1 + ε при всех j > 2 и a 6 y

(n)
1 < 1 + ε. (4.26)

Следовательно,

∥x̂− y(n)∥ = ∥y(n) − (1 + α)e1∥ = max
{
|y(n)

1 − (1 + α)|, sup
j>2
|y(n)

j |
}
< 1 + ε,

где последнее неравенство вытекает из (4.26) в силу−1 < α 6 a 6 0. Это
как раз то, что требовалось в (4.25). Итак, y(n) – минимизирующая по-
следовательность из M для x̂. Так как M аппроксимативно компактно,
то y(n) имеет сходящуюся подпоследовательность. Ясно, что ее предель-
ная точка лежит в M ∩ ha,b. Это противоречит предположению, что y(n)

не содержит подпоследовательностей, сходящихся к точкам из M ∩ ha,b.
Итак, мы установили первую часть (4.21): ha,b ⊂ AC(M ∩ ha,b).
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Утверждение ha,b ∈ T(M ∩ ha,b) доказывается аналогично. Предполо-
жив, что y′, y′′ ∈ P(M∩ha,b)0, y′ ̸= y′′, мы аналогично устанавливаем, что
y′, y′′ ∈ P(M∩ha,b)x̂ при определенном выше x̂. Имеем

›

B(x̂, 1) ∩M = ∅,
получая противоречие, так как с одной стороны M – чебышёвское мно-
жество, а с другой точки y′, y′′ являются ближайшими для x. Теорема 4.8
доказана. �

Естественно также рассмотреть конечные пересечения координатных
слоев вида (4.20)

G =
n∩

k=1

hak,bk
(Hk), (4.27)

где Hk ∈ cAffω−1(c0), ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n. Такие пересечения на-
зываются брусами. Аналогичные рассуждения, как при доказательстве
теоремы 4.8, позволяют получить следующее обобщение теоремы 4.8 на
случай брусов в c0 (см. Алимов [123]).

Теорема 4.9. Пусть M – аппроксимативно компактное чебышёв-
ское множество в c0 и пусть G – координатный брус (4.27). Тогда
если M ∩G ̸= ∅, то

G ⊂ T(M ∩G) ∩ AC(M ∩G). (4.28)

В частности, любая точка из G имеет единственную ближайшую
точку из (M ∩G).

Теперь мы можем перейти к доказательству теоремы 4.3.

Доказательство теоремы 4.3. Необходимость. Пусть M ⊂ c0
– аппроксимативно компактное чебышёвское множество и пусть H ∈
cAffk(c0) таково, что ∅ ̸= M ∩ H. Теорема 4.8 утверждает, что M ∩ H
– аппроксимативно компактное чебышёвское множество в H; как след-
ствие, метрическая проекция PM : H →M∩H непрерывна [50; следствие
2.2]. Теперь связность пересечения M ∩H следует из классического ре-
зультата Вулберта [265], согласно которому чебышёвское множество с
непрерывной метрической проекцией

›

B-связно и, как следствие, связно
(а в случае замкнутого множества – линейно связно; см. [50; теорема 4.1],
[66]).

Пусть k ∈ Z+, H ∈ cAffk(c0) и пусть Q ∈ cAffω−(k+1)(H), Q ∈
locTanH(M). Не ограничивая общности считаем, что 0 ∈ Q. Пусть
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x ∈ Q∩M и пусть O(x) – выпуклая окрестность точки x в H такая, что
Q ⊂ H является опорной гиперплоскостью к множеству M ∩ O(x) в x.
Тогда

›

B(x, r) ⊂ O(x) при некотором r > 0. Рассмотрим непрерывный
линейный функционал φ на H, Kerφ = Q. Обозначим

Q− = {z ∈ H | φ(z) < 0}.

Меняя при необходимости φ на −φ, мы имеем, что Q−∩(M ∩O(x)) = ∅.
Зафиксируем точку ξ ∈ Q− такую, что projQ ξ = x и ∥x − ξ∥ < r/2.

Тогда
›

BH(ξ, ∥ξ − x∥) ⊂ (Q− ∩O(x)). По теореме 4.8 M ∩H – чебышёв-
ское множество в H, а по следствию 4.1 M ∩H – солнце. По теореме 1.A
›

KH(x, ξ) ∩M = ∅. Так как projH ξ = x, то x – точка гладкости шара
BH(ξ, ∥ξ − x∥), откуда

›

KH(x, ξ) – открытое полупространство, совпада-
ющее с Q−. Как следствие,

›

KH(x, ξ) ∩M = ∅ и мы доказали, что Q –
опорная гиперплоскость к множеству M ∩H в x.

Для доказательства свойства единственности при пересечении с M∩Q,
напомним, что

›

KH(x, ξ) =
∪
α>0

›

BH(αξ + (1− α)x, α∥x− ξ∥), (4.29)

откуда следует, что x – единственная ближайшая точка изM∩H к любой
точке вида αξ + (1 − α)x, α > 0. Далее, поскольку bd

›

KH(x, ξ) = Q и
так как M ∩ H является чебышёвским множеством, мы окончательно
получаем, что M ∩Q = {x}. Итак, мы проверили утверждение b).

Достаточность. Пусть M – аппроксимативно компактное множество
в c0, для которого выполнены условия a) и b). Покажем, что M – чебы-
шёвское множество в c0.

Пусть x /∈M . Покажем, что для x ближайшая точка изM существет и
единственна. Не ограничивая общности считаем, что x = 0, ρ(0,M) = 1.

Так какM аппроксимативно компактно, то PMz ̸= ∅ для любого z ∈ c0
(см. [50; следствие 2.2]). Пусть y ∈ PM0. Ниже мы воспользуемся тем,
что единичный шар в c0 обладает только гранями конечного дефекта.

Для заданного z ∈ S(0, 1) через E(z) обозначим (единственную) грань
шара B такую, что z ∈ riE(z). Ясно, что E(z) = {ε = (εk) | εk = 1
при zk = 1, εk = −1 при zk = −1 и εk ∈ [−1, 1] при |zk| < 1}. Также
обозначим

F(z) = {F | F – собственная грань шара B такая, что z ∈ F, z /∈ riF}.
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Рассмотрим выпуклое тело K(y, 0) = cl
›

K(y, 0). Из (4.29) выте-
кает, что гранями K(y, 0) в точности являются конические оболочки
cone(y, F ), где F ∈ F(y) или F = E(y). Согласно теореме 18.2 из [89]
для выпуклого тела C имеет место представление

rbC =
∪{

riF | F – собственная грань C
}
. (4.30)

Следовательно,

bd
›

K(y, 0) = cone(y, E(y)) ∪
∪

F∈F(y)

cone(y, riF ). (4.31)

Пусть точка z ∈ PM0 такова, что на ней величина

d = min{codimE(z) | z ∈ PM0} (4.32)

достигает своего минимума. Из этого определения вытекает, что если
F – грань шара B, codimF < d, то riF ∩M = ∅.

Установим, что
PM0 = {y}. (4.33)

1. Пусть d = 1. Положим H = c0, Q = aff E(y). Так как
›

B ∩M =
∅ и y ∈ riE(y), то Q является локально опорной гиперплоскостью к
множеству M в точке y. По условию b) гиперплоскость Q является
(глобально) опорной к M в x, причем Q ∩ M = {x}. Как следствие,
PM0 = {y}. Это доказывает (4.33) в случае d = 1.

2. Пусть d > 1. Не ограничивая общности предполагаем, что

y = (1, 1, . . . , 1, ξd+1, . . . ), |ξi| < 1, i > d+ 1.

Тогда
›

K(y, 0) = {z | z1 < 1, . . . , zd < 1}.
Покажем, что

aff E(y) ∩M = {y}. (4.34)

Для доказательства (4.34) выберем Φ ∈ F(y), codim Φ = d − 1 (ясно,
что такая грань Φ существует) и применим условие b) к пареH = aff Φ ∈
cAffω−d+1(c0), Q = aff E(y) ∈ cAffω−d(c0) в точке y.

Так как согласно (4.32) ri Φ ∩M = ∅ и y ∈ riE(y) ⊂ rb Φ, мы имеем

cone(ri Φ, y) ∩M = ∅ и aff E(y) ∩M = {y}, (4.35)

что доказывает (4.34).
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Далее, индукцией по коразмерности j = 1, . . . , d− 1 грани F ∈ F(y) \
{E(y)} проверим, что

cone(riF, y) ∩M = ∅, и cone(F, y) ∩M = {y} (ij)

для любого j = d− 1, . . . , 1.
Утверждение (id−1) установлено в (4.35). Предположим, что (ij) верно

для всех j = d − 2, . . . , ν + 1. Нам требуется проверить (iν). Пусть
F ∈ F(y), codimF = ν.

Не ограничивая общности считаем, что

F = {(1, . . . , 1, ην+1, . . . )}, |ηµ| 6 1, µ > ν + 1.

Тогда

cone(riF, y) = {(1, . . . , 1, αην+1+1−α, . . . , αηd+1+(1−α)ξd+1, . . . )}, α > 0.

Теперь пусть G1, . . . , GN – все грани из F(y) коразмерности (ν + 1).
Ясно, что Gµ ⊂ rbF и E(y) ⊂ Gµ ∩ F , µ = 1, . . . , N . Из (4.31), (4.30) и
из структуры Gµ имеем

rb cone(riF, y) =
∪

µ=1,...,N

. cone(Gµ, y) (4.36)

Далее, согласно (4.36) и (iν+1),

rb cone(riF, y) ∩M = {y}. (4.37)

Так как ν < d − 1, то из (4.32) вытекает, что riF ∩M = ∅. Теперь из
связности пересечения M∩aff F (условие a)) и из того, что riF ∩M = ∅,
мы имеем в силу (4.37):

cone(riF, y) ∩M = ∅. (4.38)

Окончательно, из (4.37) и (4.38) следует (iν).

Итак, ij) выполнено при всех j = 1, . . . , d− 1.
Применяя (4.31), (4.34) и (i1), . . . , (id−1), мы получаем, что

bd
›

K(y, 0) ∩M = {y}. (4.39)

Далее применяя условие a) к H = c0 и используя то, что
›

B ∩M = ∅,
мы окончательно получаем с учетом (4.39), что

›

K(y, 0) ∩M = ∅ и bd
›

K(y, 0) ∩M = {y}.

Это показывает, что PM0 = {y}. Теорема 4.3 доказана. �
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Пример 4.1. В качестве примеров ограниченно компактных чебышёв-
ское множеств в c0 можно взять отрезок M = [0, a] или невыпук-
лое объединение двух отрезков [0, a] ∪ [0, b], где a = (1, 1/2, 1/3, . . . ),
b = (−1/2,−1/3,−1/4, . . . ).

Ниже мы сформулируем ещё одну характеризацию аппроксимативно
компактных чебышёвских множеств в пространстве C(Q) (теорема 4.A).

Напомним, что пара различных точек x, y ∈ M называется коорди-
натно промежуточной (Данхем [179], Браесс [144]), если для любого
замкнутого подмножества Z множества нулей разности x− y и для лю-
бой непрерывной функции s ∈ C(Z, {+1,−1}) найдется точка z ∈ M

такая, что sign(z(t) − y(t)) = s(t) для всех t ∈ Z. Если все различные
элементы регулярного подмножества M пространства C(Q) являются
координатно промежуточными, то множество M называется тоталь-
но регулярным (определение регулярного множества (по Брозовскому–
Вегману) дано выше на стр. 116).

Теорема 4.A (Данхем–Браесс). Аппроксимативно компактное под-
множество пространства C(Q) является чебышёвским множеством
в том и только в том случае, если оно тотально регулярно.

В теореме 4.A утверждение для ограниченно компактных множеств
было получено Данхемом [179; Theorem 6], а для аппроксимативно ком-
пактных – Браессом [144].

4.3. Случай произвольных банаховых пространств. Ниже ис-
следуются солнечность пересечений солнц, строгих солнц и α-солнц
с брусами и замкнутыми промежутками Π в линейных нормирован-
ных пространствах. По своей структуре брусы являются пересечениями
гиперполос, порожденных экстремальными (крайними) точками сопря-
женной сферы (точное определение дается ниже). В задаче о солнеч-
ности пересечений солнц с такими подмножествами указанная экстре-
мальная структура множеств Π важна и естественна. К примеру, если
подпространство H ⊂ ℓ∞(n) не экстремально (т.е. порождено не экс-
тремальным функционалом), то всегда можно построить [7] солнце M
в ℓ∞(n), для которого пересечение M ∩ H не стягиваемо (и, следова-
тельно, не является солнцем). Аналогичный результат верен и в общих
пространствах (теорема 4.14).
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Ниже показывается, что в широком классе линейных нормированных
пространств солнечность (глобальная) влечет локальную солнечность в
естественной постановке при пересечении с множествами из самого есте-
ственного в этой ситуации классами – брусами и замкнутыми промежут-
ками (в частности с замкнутыми шарами и экстремальными гиперполо-
сами). Напомним, что замкнутый промежуток определяется на стр. 125.

Аналогичный вопрос для пространств C(Q) будет исследован более
подробно в § 4.4.

Напомним определение бруса. Для данных M ⊂ X и f ∈ X∗ обо-
значим f(M) = {f(x) | x ∈ M}; пусть pf(M) – замыкание выпуклой
оболочки множества f(M). Таким образом, pf(M) ⊂ R – это замкну-
тый выпуклый числовой промежуток между inf f(M) и sup f(M). Пусть
D ⊂ X∗ – произвольное подмножество сопряженного пространства. По
определению D-брус – это замкнутое выпуклое множество M ⊂ X вида

M =
∩
f∈D

f−1(pf(M)).

Любой D-брус есть пересечение замкнутых полупространств, поэтому
D-брус является выпуклым (в обычном смысле) и замкнутым множе-
ством. Если D – шар или сфера пространства X∗, то верно и обратное:
всякое выпуклое замкнутое множество является D-брусом (это следует
из теоремы отделимости). Пересечение любого числа и сумма конечного
числа D-брусов снова является D-брусом.

Далее, множество M ⊂ X называется брусом [126], если M является
D-брусом для D ⊂ extS∗. Легко видеть, что замкнутый шар является
брусом. Если норма сопряженного пространства строго выпукла (или ес-
ли точки строгой дифференцируемости плотны на сфере сопряженного
пространства [243], [195]), то брусы суть выпуклые замкнутые множе-
ства.

Отметим, что все брусы в C(Q) суть замкнутые промежутки [126].
Ниже мы покажем, что аналогичный результат верен в любом конеч-
номерном пространстве Xn (предложение 4.4). Включение [[x, y]] ⊂ Π
при любых x, y ∈ Π (Π – брус) очевидно в любом X (т.е. брус заведомо
является замкнутым промежутком).

Брусы естественно возникают в задачах отделимости экстремальны-
ми функционалами, а также в теории приближений при аппроксимации
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гладкими функциями с ограничениями на производную. Интересно от-
метить, что брусы обладают следующим характеристическим свойством:
они строго экстремально отделяются (т.е. строго отделяются экстремаль-
ным функционалом из S∗) от любой точки, им не принадлежащей [126];
при этом для двумерных пространств, а также для пространств ти-
па C(Q) имеет место аналог теоремы отделимости: два непересекаю-
щихся бруса строго отделяются экстремальным функционалом; в общем
случае (например, в L1(Ω), |Ω| > 3) это утверждение неверно.

Ниже мы рассматриваем вопрос о солнечности пересечения солнц с
брусами. Вопрос об аппроксимативных свойствах пересечения солнц и
чебышёвских множеств с шарами рассматривался многими авторами,
начиная с Вулберта, Брозовского, Власова, и Кощеева.

Попутно отметим, что если солнце M обладает свойством
B-солнечности (т.е. его (непустое) пересечение с любым замкнутым
шаром является солнцем), то при пересечении M с брусами солнечность
не обязательно сохраняется: в некоторых Xn можно построить пример
чебышёвского солнца (его пересечение с любым шаром всегда связно),
такого, что при пересечении с некоторой прямой (брусом) получается
несвязное множество (см. замечание 3.4).

Браун [156] установил следующий результат, обобщив соответствую-
щий результат Беренса и Хетцельта, полученный ими в частном случае
пространства ℓ∞(n).

Теорема 4.B. Солнце в конечномерном (BM)-пространстве m-связ-
но.

(Напомним, что определение (BM )-пространств было дано выше
в § 3.1.7.)

Отметим, что для случая общих конечномерных пространств теорема
4.B неверна (см. замечание 3.4). Отсюда с учетом теоремы 3.2 вытекает,
что произвольное солнце вXn ∈ (BM) P - иB-стягиваемо и, в частности,
P - и B-ациклично и P - и B-клеточноподобно.

Наилучший результат о локальных свойствах солнц в конечномерных
(BM)-пространствах дается в теореме 4.10. Это утверждение восходит
к результатам Брауна [156] (см. теорему 4.B) и Беренса и Хетцельта
[137] (теорема 3.A). Теорема 4.10 следует из теоремы 4.B, теоремы 3.2,
замечания 3.1 и теоремы 4.14.
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Теорема 4.10. Пусть Xn ∈ (BM) и пусть M ⊂ Xn – солнце. Тогда:

a) M – (экстремально) монотонно линейно связно;
б) M – экстремально стягиваемо (в частности M – B-стягиваемо);
в) M – экстремальный ретракт (в частности M – B-ретракт);
г) M – экстремально солнечно (последнее означает, что пересечение
M c любым брусом и, в частности, с замкнутым шаром является
солнцем);

д) на M существует непрерывная мультипликативная (аддитив-
ная) ε-выборка при любом ε > 0.

е) для любого бруса Π ⊂ X на множество M ∩ Π существует
непрерывная мультипликативная (аддитивная) ε-выборка при лю-
бом ε > 0.

В связи с утверждением д) теоремы 4.10 отметим, что на солнце M
(и даже строгое солнце) непрерывной выборки из метрической проекции
PM может не существовать даже в трехмерном случае в пространстве
ℓ∞(3) ∈ (BM) (соответствующий пример построен Беренсом и Хетцель-
том [138]).

Вопрос об аппроксимативных и геометрических свойствах пересечений
солнц и строгих солнц с промежутками (брусами) в пространстве C(Q)
рассматривался автором в [17], [13] и [12]. По поводу аппроксимативных
свойств пересечений солнц, строгих солнц и чебышёвских множеств с
интервалами на нормированной плоскости см. § 4.5 и [14].

В теоремах 4.11–4.13 даются условия, обеспечивающие солнечность пе-
ресечений солнц с брусами. Естественность бруса в данной задаче пока-
зана в теореме 4.14.

Теорема 4.11. Пусть ∅ ̸= M ⊂ Xn – замкнутое m-связное мно-
жество (в частности, M – солнце в произвольном двумерном X2 или
в Xn ∈ (BM )) и пусть Π – брус в Xn , M ∩ Π ̸= ∅. Тогда M ∩ Π –
монотонно линейно связное солнце в Xn .

Теорема 4.12. Пусть X ∈ (MeI) ∩ (Ex-w∗s) (в частности, X – се-
парабельное банахово пространство), M ̸= ∅ – ограниченно компакт-
ное m-связное множество (в частности,M – ограниченно компактное
солнце в X ∈ (BM )) и пусть Π – брус в X , M ∩Π ̸= ∅. Тогда M ∩Π –
монотонно линейно связное солнце в X .
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Теорема 4.13. Пусть M ̸= ∅ – монотонно линейно связное множе-
ство в линейном нормированном пространстве X и пусть Π – брус
в X , M ∩ Π ̸= ∅. Тогда M ∩ Π монотонно линейно связно.

В замечании 3.4 показана существенность требования монотонной ли-
нейной связности (m-связности) солнц в теоремах 4.11, 4.12, 4.13.

Теорема 4.14. Пусть Π ̸= ∅ – замкнутое множество в Xn . Следу-
ющие утверждения эквивалентны:

a) Π – брус (замкнутый промежуток);
б) Π∩M является монотонно линейно связным солнцем для любого
монотонно линейно связного солнца M , M ∩ Π ̸= ∅;

в) Π∩M является солнцем для любого монотонно линейно связного
солнца M , M ∩ Π ̸= ∅;

г) Π ∩ γ является монотонно линейно связным солнцем для любой
монотонной дуги γ , γ ∩ Π ̸= ∅.

В теореме 4.14 требование монотонной линейной связности существен-
но (см. замечание 3.4). Аналогичный результат для пространства ℓ∞(n)
получен автором в [13] (теорема 4.19); для нормированной плоскости –
в теореме 4.25. Солнечность пересечений строгих солнц с замкнутыми
телесными промежутками (брусами) в C(Q) рассмотрена в [17].

Для доказательства теоремы 4.14 нам потребуется следующий вспомо-
гательный результат [126].

Предложение 4.4. В Xn в классе множеств брусы суть в точно-
сти замкнутые промежутки.

Выше было отмечено, что любой брус является замкнутым промежут-
ком. Установим обратное утверждение. Так какXn ∈ (Ex-w∗s), то следуя
Брауну [156] на пространстве Xn можно ввести ассоциированную норму
| · | согласно (3.8).

Множество M в метрическом пространстве (X, d) называется сильно
d-выпуклым (по Болтянскому) (Менгер [236], см. также [176; p. 15]), если
из того, что x, y ∈M следует, что ⟨x, y⟩d ⊂M , где

⟨x, y⟩d := {z ∈M | d(x, y) = d(x, z) + d(z, y)}

(т.е. вместе со своими любыми двумя точками множество содержит и
метрический отрезок, их соединяющий).
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Браун [156] показал, что в конечномерном пространстве

z ∈ m(x, y) если и только если z ∈ ⟨x, y⟩| · |. (4.40)

(по поводу бесконечномерного случая см. лемму 3.1).
Согласно (3.5) любая экстремальная гиперплоскость вместе с произ-

вольными точками x, y содержит и их оболочку Банаха–Мазура m(x, y),
а значит, и интервал [[x, y]]. Далее, из (4.40) следует, что экстремаль-
ная гиперплоскость всегда сильно d| · |-выпукла (т.е. сильно d-выпукла
относительно ассоциированной нормы | · |).

Сначала рассмотрим случай, когда замкнутый промежуток имеет
непустую внутренность. Для доказательства предложения 4.4 в этом
случае осталось воспользоваться следующим результатом Л. Ф. Германа
и П.C. Солтана [37; теорема 6.10]: всякое отличное от Rn замкнутое силь-
но d-выпуклое тело в точности представляется в виде пересечения неко-
торого семейства замкнутых сильно d-выпуклых полупространств.

Общий случай несложно сводится к предыдущему. Пусть M ⊂
Xn – замкнутый промежуток. Легко проверяется, что его замкнутая
ε-окрестность Oε(M) также является замкнутым промежутком. По до-
казанному выше Oε(M) – брус. Окончательно, пересечение брусов яв-
ляется брусом. �

Отметим без доказательства, что аналогичный результат верен и в про-
извольном линейном нормированном пространстве: любой брус (множе-
ство вида ∩f∈ext S∗f−1(If), где If = [af , bf ] ⊂ R) является замкнутым
промежутком (такое множество по определению вместе с любыми свои-
ми точками x, y содержит и интервал [[x, y]]).

Доказательство теоремы 4.12. Поскольку любое конечномерное
пространство лежит в (MeI) ∩ (Ex-w∗s), то теорема 4.11 следует из тео-
ремы 4.12.

Пусть x, y ∈ M ∩ Π. Поскольку любой брус является промежутком
(т.е. из того, что x, y ∈ M следует, что [[x, y]] ⊂ M), а в пространстве
X ∈ (MeI) всегда выполнено [[x, y]] = m(x, y), то M ∩Π – m-связно. По-
нятно также, что M ∩ Π ограниченно компактно. Окончательно, моно-
тонная линейная связность и солнечность m-связного пересечения M∩Π
гарантируются теоремой 3.2. �

Доказательство теоремы 4.13. Как и выше, воспользуемся тем,
что в наших условиях (X ∈ (MeI) ∩ (Ex-w∗s)) ограниченно компактное
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m-связное множество монотонно линейно связно (теорема 3.2). Далее,
свойство монотонной линейной связности сохраняется при пересечении
монотонно линейно связного множества с брусом (последний всегда яв-
ляется промежутком). �

Доказательство теоремы 4.14. Импликация а)⇒б) доказана в
теореме 4.11.

Установим г)⇒а). Предположим, что множество Π ⊂ X не является
замкнутым промежутком. По предложению 4.4 брусы в Xn суть замкну-
тые промежутки. Далее, по определению замкнутого промежутка имеем
[[x, y]] ̸⊂ Π при некоторых x, y ∈ Π. Соответственно, найдется непрерыв-
ная монотонная кривая k(·) (дуга), соединяющая x и y и такая, что
k(·) ̸⊂ Π. Ясно, что k(·) ⊂ [[x, y]] и что кривая k(·) компактна. Соглас-
но предложению 1.3 из [152], если k(t1), k(t2) ∈ Pk(·)x при произвольном
фиксированном x /∈ k(·), то k(τ) ∈ Pk(·)x при всех τ ∈ [t1, t2]. Как след-
ствие, Pk(·)x – простая замкнутая монотонная кривая. Вспоминая, что
такая кривая всегда ациклична, имеем, что k(·) – P -ацикличное множе-
ство (причем его пересечение с любым замкнутым шаром тоже ациклич-
но). Далее, по известной теореме Власова [50; теорема 4.4] в банаховом
пространстве ограниченно компактное P -ацикличное множество всегда
является солнцем. По известной теореме Кощеева–Брауна (см. [75], [157])
солнце в Xn всегда линейно связно. Итак, если множество Π не являет-
ся брусом, то всегда можно найти такое компактное солнце, пересечение
которого с Π не является солнцем. Импликации a)⇒б), б)⇒в), в)⇒г)
очевидны. �

4.4. Локальные аппроксимативные свойства множеств в про-
странстве C(Q). Рассматривается вопрос о сохранении аппроксима-
тивных свойств чебышёвских множеств, солнц, строгих солнц и строгих
протосолнц при пересечении с подмножествами C(Q) (Q – метрический
компакт).

В теореме 4.15 установлено, что пересечение произвольного строгого
протосолнца M в C(Q) с замкнутым телесным промежутком Π ⊂ C(Q)
является строгим протосолнцем при естественном предположении, что
M ∩ int Π ̸= ∅. При этом, если строгое солнце M ⊂ C(Q) ограни-
ченно компактно, а Π – произвольный замкнутый промежуток в C(Q),
M ∩ Π ̸= ∅, то M ∩ Π – солнце (не обязательно являющееся строгим
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солнцем). Теорема 4.16 утверждает, что замкнутые телесные промежут-
ки Π в C(Q) характеризуются свойством, что пересечение Π с произ-
вольным строгим протосолнцем M в C(Q), M ∩ int Π ̸= ∅, является
строгим протосолнцем. В теореме 4.17 (Алимов [17]) дается характе-
ризация строгих солнц в C(Q) в терминах аппроксимативных свойств
их пересечений с замкнутыми промежутками. (Вопрос о солнечности
пересечений солнц с замкнутыми промежутками (брусами) в общих ба-
наховых пространствах рассматривается в теоремах 4.11–4.13.)

Напомним, что в C(Q) брусы суть замкнутые телесные промежут-
ки [126].

Теорема 4.15. Имеют место следующие утверждения:

a) Пусть M – строгое протосолнце в C(Q), Π – замкнутый телес-
ный промежуток в C(Q), причем M ∩ int Π ̸= ∅. Тогда M ∩ Π –
строгое протосолнце в C(Q).

б) Пусть M – строгое протосолнце в C(Q), Π – замкнутый телес-
ный промежуток в C(Q), причем M ∩ int Π ̸= ∅ и M ∩Π является
множеством существования. Тогда M∩Π – строгое солнце в C(Q).

в) Пусть M – ограниченно компактное строгое солнце в C(Q), Π –
замкнутый промежуток в C(Q), M ∩Π ̸= ∅. Тогда M ∩Π – солнце
в C(Q).

В частности, пересечение строго солнца M в C(Q) с произвольным
замкнутым шаром B(x, r) является строгим протосолнцем в C(Q) при
условии, что M ∩

›

B(x, r) ̸= ∅ (при этом M ∩ B(x, r) – строгое солнце,
если M ∩B(x, r) – множество существования).

Замечание 4.4. Отметим, что условие M ∩ int Π ̸= ∅ в теореме 4.15
нельзя заменить на условие M ∩ Π ̸= ∅. Автор [5] построил пример
строгого солнца M в ℓ∞(3), такого, что M ∩B(x, r) ̸= ∅ для некоторого
шара B(x, r), однако M ∩ B(x, r) не является строгим солнцем в ℓ∞(3)
(будучи, конечно, солнцем). Похожая задача рассматривалась в [123]
для чебышёвских множеств в пространстве c0 (см. теорему 4.3).

В теореме 4.16 (см. [17]) дается характеризация замкнутых промежут-
ков в C(Q) в терминах солнечности их пересечений со строгими солнца-
ми в C(Q). Более полный ответ получен в пространстве ℓ∞(n) (теоре-
ма 4.19).
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Теорема 4.16. Для тела Π ⊂ C(Q) следующие условия эквивален-
ты:

a) Π ⊂ C(Q) является замкнутым промежутком (брусом);
б) Π∩M является строгим протосолнцем в C(Q) для всякого стро-
гого солнца M (строгого протосолнца M) в C(Q), такого, что
M ∩ int Π ̸= ∅;

в) Π∩M является строгим солнцем в C(Q) для всякого компакт-
ного строгого солнца M в C(Q), такого, что M ∩ int Π ̸= ∅.

В следующей теореме [17] дается характеризация строгих солнц в C(Q)
в терминах солнечности их пересечений с замкнутыми телесными про-
межутками.

Теорема 4.17. Следующие утверждения эквивалентны:

a) M – строгое протосолнце в C(Q);
б) M ∩ Π – строгое протосолнце в C(Q) для любого замкнутого
телесного промежутка Π (телесного бруса) в C(Q), такого, что
M ∩ int Π ̸= ∅;

в) M∩m(x, y) – строгое протосолнце в C(Q) для любых x, y ∈ C(Q),
таких, что M ∩ int m(x, y) ̸= ∅.

Перейдем к доказательствам теорем 4.15–4.17.
Пусть u, v ∈ C(Q). Для δ > 0 положим

Aδ = Aδ(u, v) :=
{
t ∈ Q | |u(t)− v(t)| > δ

}
и рассмотрим множество m̊δ(u, v), определенное в (3.27).

Воспользуемся следующим техническим результатом.

Предложение 4.5. Пусть Π ⊂ C(Q) – замкнутый промежуток
c непустой внутренностью, u ∈ Π, v ∈ int Π. Тогда

m̊δ(u, v) ⊂ int Π, 0 < δ < 3−1ρ(v, bd Π).

Доказательство предложения 4.5. Пусть z ∈ m̊δ(u, v). Пред-
положим, что z /∈ int Π. Поскольку Π – промежуток, а z /∈ Π, то z

можно отделить возможно, нестрого) от Π при помощи экстремальной
гиперплоскости (т.е. порождаемой экстремальным функционалом), ко-
торая в C(Q) всегда имеет вид H = {x | x(t0) = α0}. Считаем, что
Π ⊂ {x | x(t0) 6 α0}. Из определения m̊δ(u, v) сразу следует, что слу-
чай t0 ∈ Aδ невозможен. Предположим, что t0 ∈ Q \ Aδ. По условию

178



›

B(v, 3δ) ⊂ int Π. Следовательно, расстояние от v до любой экстремаль-
ной гиперплоскости {x | x(t) = β}, не пересекающейся с int Π, всегда
не менее чем 3δ. Для каждого t0 картина, по существу, одномерная.
Поскольку |u(t0)− v(t0)| < δ, мы имеем∣∣(min{u(t0), v(t0)} − δ

)
−

(
max{u(t0), v(t0)}+ δ

)∣∣ < 3δ,

|z(t0)− h(t0)| > δ

для любого h ∈ H. Поэтому

min{u(t0), v(t0)} − δ < α0, max{u(t0), v(t0)}+ δ < α0,

и в результате z(t0) < α0. Однако согласно свойству экстремальной
отделимости, z(t0) > α0. Противоречие с предыдущим неравенством. �

Доказательство теоремы 4.15. a) Пусть M – строгое протосолн-
це, Π – замкнутый телесный промежуток, M ∩ Π ̸= ∅. Без ограни-
чения общности считаем, что 0 ̸∈ M ∩ Π, ρ(0,M ∩ Π) = 1. Пусть
y ∈ PM∩Π0 ̸= ∅ (при этом существование такого y не обязательно под-
разумевается). Чтобы установить, что M ∩ Π – строгое протосолнце,
необходимо показать, что

›

K(y, 0) ∩ (M ∩ Π) = ∅. Для краткости обо-
значим B = B(0, 1),

›

B =
›

B(0, 1).
Пусть B∩ int Π = ∅. По теореме об экстремальной отделимости в про-

странстве C(Q) (предложение 3.8) два промежутка B и Π c непересека-
ющимися внутренностями можно отделить экстремальной гиперплоско-
стью. Следовательно,

›

K(y, 0)∩Π = ∅, и понятно, что
›

K(y, 0)∩(M∩Π) =
∅, что и требуется.

Итак, далее считаем, что B ∩ int Π ̸= ∅. Предположим противное:
пусть x ∈

›

K(y, 0) ∩ (M ∩ Π). Пусть сначала x ∈ int Π. Так как x ∈
›

K(y, 0), то согласно [50; лемма 3.1], имеем [x, y] ∩
›

B ̸= ∅. Это означает,
что точка xα := αx + (1 − α)y при малых α > 0 содержится в шаре

›

B
(и, понятно, в int Π, поскольку x ∈ int Π). Зафиксируем такое малое α.
Выберем δ > 0 из условий 2δ < 1 − ∥xα∥, 3δ < ρ(xα, bd Π) и положим
Aδ = Aδ(xα, y) :=

{
t ∈ Q | |xα(t)−y(t)| > δ

}
. Из определения δ ясно, что

Aδ ̸= ∅. По предложению 3.7, примененному к набору y = u, xα = v,
w = 0, R = 1 и y = u, имеем m̊δ(xα, y) ⊂

›

B, а из предложения 4.5
следует, что m̊δ(xα, y) ⊂ int Π. Далее, для точек y, x ∈ M и замкнутого
множества Aδ выберем в соответствии леммой 3.C последовательность
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(vn) ⊂M , такую, что(
vn(t)− y(t)

) (
x(t)− y(t)

)
> 0 для всех t ∈ Aδ, vn → y.

Проверим, что

vn ∈ m̊δ(xα, y) при всех достаточно больших n > N. (4.41)

Действительно, выберем такой номер N , что ∥vn−y∥ < δ для всех n >
N . Если t ∈ Aδ и n > N , то |xα(t)−y(t)| > δ, откуда vn(t) ∈ (y(t), xα(t));
а если t ∈ Q \ Aδ, то поскольку ∥vn − y∥ < δ, то для vn выполнено

vn(t) ∈ (min{xα(t), y(t)} − δ,max{xα(t), y(t)}+ δ).

Итак, включение (4.41) установлено. Выше, однако, мы показали, что
m̊(xα, y) ⊂ (

›

B ∩ int Π), откуда vn ∈ M , vn ∈ int Π и vn ∈
›

B при n > N .
Это противоречит тому, что y – ближайшая точка к 0 из Π ∩M .

Пусть теперь x ∈ bd Π. Как и раньше, считаем, что x ∈
›

K(y, 0) ∩
M . Согласно доказанному, будем предполагать, что множество

›

K(y, 0)∩
int Π не содержит точек из M . По условию найдется точка w ∈ (M ∩
int Π). Для 0 < β < 1 рассмотрим точку wβ = βw+(1−β)x. Поскольку
w ∈ int Π, x ∈ Π, то wβ ∈ int Π. Точка x содержится в открытом
выпуклом множестве

›

K(y, 0), откуда получаем, что wβ ∈
›

K(y, 0) при
всех малых β > 0. Зафиксируем такое β. Так как x,wβ ∈

›

K(y, 0), то
по определению опорного конуса x,wβ ∈

›

B
(
−dy, (d+1)

)
при достаточно

большом d > 1. Выберем число δ из условий 0 < 3δ < ρ(wβ, bd Π) и
0 < 2δ < d+1−∥dy+wβ∥; здесь δ > 0, поскольку wβ ∈

›

B
(
−dy, (d+1)

)
.

Как и выше, положим

Aδ = Aδ(x,wβ) :=
{
t | |x(t)− wβ(t)| > δ

}
.

Из определения δ следует, что Aδ ̸= ∅. Для точек x,w ∈M и замкнутого
множества Aδ ⊂ Q выберем в соответствии с леммой 3.C последователь-
ность (vn) ⊂ M , такую, что vn → x, (vn(t) − x(t)) (w(t) − x(t)) > 0 для
всех t ∈ Aδ. Выберем номер N , такой, что ∥vn− x∥ 6 δ при n > N . Как
и в (4.41), можно показать, что vn ∈ m̊δ(x,wβ) при n > N . По предло-
жению 3.7, примененному к набору x = u, wβ = v, w = −dy, R = (d+1),
получим

m̊δ(wβ, x) ⊂
›

B
(
−dy, (d+ 1)

)
,

а по предложению 4.5 имеем

m̊δ(x,wβ) ⊂ int Π, т.е. m̊δ(x,wβ) ⊂ (
›

K(y, 0) ∩ int Π).
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Но vn ∈ M , vn ∈ m̊δ(x,wβ), откуда vn ∈ (
›

K(y, 0) ∩ int Π). Противоре-
чие с предположением, что множество

›

K(y, 0)∩ int Π не содержит точек
из M .

Итак, предположение, что
›

K(y, 0) ∩ (M ∩ Π) ̸= ∅, было неверно и y –
точка светимости из M ∩ Π для 0 (т.е. для y выполнено условие (0.1)).

Утверждение б) тривиально, поскольку строгое протосолнце существо-
вания является строгим солнцем.

Установим в). По теореме 3.5 множество M монотонно линейно связ-
но, в силу равенства равенства m(·, ·) = [[·, ·]] (верном, в частности, в
пространстве C(Q), Q – метризуемый компакт; см. стр. 86) множество
M ∩ Π также монотонно линейно связно. В силу теоремы 3.2 и извест-
ного результата Власова [50; теорема 4.4], утверждающему, что непустое
P -ацикличное множество является солнцем, имеем, что M ∩Π – солнце
в C(Q).

Теорема 4.15 доказана. �

Импликации в)⇒а) и а)⇒в) содержатся в теореме 4.15, а утверждение
б)⇒в) тривиально.

Доказательство теоремы 4.17. Поскольку m(x, y) = [[x, y]] в про-
странстве C(Q), Q – метрический компакт, то б)⇒в). Импликация
а)⇒б) установлена в теореме 4.15. Любой замкнутый шар в C(Q) имеет
вид m(x, y). Рассматривая пересечения M с шарами достаточно боль-
шого радиуса получаем в)⇒а), а следовательно и б)⇒а). �

Следующий результат есть переформулировка теоремы 4.8 на языке
брусов.

Теорема 4.18. Пусть M – аппроксимативно компактное чебышёв-
ское множество в пространстве X = c0 или ℓ∞(n) и пусть Π – за-
мкнутый промежуток конечного дефекта. Тогда, если M ∩ ri Π ̸= ∅,
то

Π ⊂ T(M ∩ Π) ∩ AC(M ∩ Π).

Иными словами, каждая точка из “параллелепипеда” Π имеет един-
ственную ближайшую точку во множестве M ∩ Π.

В теореме 4.19 (Алимов, [13]) дается характеризация замкнутых мно-
жеств Π ⊂ Rn, пересечение с которыми чебышёвского множества (солн-
ца, строгого солнца) M в ℓ∞(n) сохраняет (в естественной постановке)
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аппроксимативные свойства множества M . Оказывается, что такие мно-
жества Π в точности являются замкнутыми промежутками в Rn. (Пол-
ный ответ на аналогичный вопрос для двумерного пространства с про-
извольной нормой дается в теоремах 4.24–4.26; случай общих банаховых
пространств рассмотрен выше в теореме 4.14.)

Теорема 4.19. Пусть ∅ ̸= Π ⊂ Rn . Имеют место следующие
утверждения:

а) Π является замкнутым промежутком (брусом) в ℓ∞(n) если и
только если Π∩M является солнцем в ℓ∞(n) для всякого солнца M
в ℓ∞(n), M ∩ Π ̸= ∅;

б) Π является замкнутым промежутком (брусом) в ℓ∞(n) и int Π ̸=
∅ если и только если Π∩M является строгим солнцем в ℓ∞(n) для
любого строгого солнца M в ℓ∞(n) такого, что M ∩ int Π ̸= ∅;

в1) Пусть Π – замкнутый промежуток (брус) в ℓ∞(n). Тогда Π ⊂
T(M ∩Π) для любого чебышёвского множества M в ℓ∞(n), M ∩Π ̸=
∅;

в2) Пусть множество Π ⊂ Rn связно, замкнуто и пусть включение
Π ⊂ T(M ∩ Π) выполнено для любого чебышёвского множества M
в ℓ∞(n) такого, что M∩Π ̸= ∅. Тогда Π – замкнутый промежуток
(брус).

Замечание 4.5. В п. б) теоремы 4.19 условие M ∩ int Π ̸= ∅ есте-
ственно и от него нельзя избавиться (в замечании 4.1 построен пример
строгого солнца в ℓ∞(3) и экстремальной (координатной) гиперплоско-
сти Π в ℓ∞(3) такой, что M ∩ Π не является строгим солнцем в ℓ∞(3)
(и в H)). Также нельзя избавиться от требования связности и в п. в) –
достаточно рассмотреть в качестве Π “двоеточие”.

Доказательство теоремы 4.19. Напомним (см. стр. 171), что в
C(Q) класс замкнутых промежутков совпадает с классом брусов. Утвер-
ждение a) содержится в теореме 4.14, утверждение б) – в теореме 4.17.
Утверждение в1) установлено в теореме 4.8.

Докажем утверждение в2). Предположим, что Π – такое множество,
что Π ⊂ T(M ∩ Π) для любого чебышёвского множества M в ℓ∞(n),
Π ∩M ̸= ∅. Исключим вырожденный случай одноточечного Π и далее
предположим, что card Π > 2. По теореме 4.5 пересечение произволь-
ного чебышёвского множества M в ℓ∞(n) с координатным подпростран-
ством H, M ∩H ̸= ∅, остается чебышёвским множеством в H. Поэтому,
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при необходимости, рассматривая ℓ∞(m) при m < n, мы можем без огра-
ничения общности считать, что intRn Π ̸= ∅. Выберем θ ∈ int Π. Рас-
смотрим точку ϑ ∈ Π, ϑ =| θ (последнее означает, что ϑi ̸= θi для всех
i = 1, . . . , n). Такая точка ϑ существует, поскольку int Π ̸= ∅. Пред-
положим, что найдется w ∈ int m(θ, ϑ), w /∈ Π. Рассмотрим множество
L = [θ, w] ∪ [w, ϑ]. По теореме 4.2 множество L является чебышёвским.
Но L ∩ Π не связно.

Далее воспользуемся следующим понятным фактом: если множество
Y связно, конечномерно, и если K ⊂ Y – чебышёвское множество в Y
(относительно некотрой действующей на Y нормы), то метрическая про-
екция на множество K в Y непрерывна; как следствие, K связно. Пола-
гая Π = Y и K = Π ∩ L, имеем: Π по предположению связно, L ∩ Π –
чебышёвское множество в Π; dim Π < ∞. Отсюда L ∩ Π обязано быть
связым. Выше, однако, мы получили, что L ∩ Π несвязно.

Итак, предположение, что w ∈ int m(θ, ϑ), w /∈ Π было неверно. Да-
лее, ясно, что Π замкнуто. Отсюда m(θ, ϑ) ⊂ Π. Переходя к пределу
(см. [13; стр. 9]), получаем, что m(θ, v) ⊂ Π для любых точек θ, v ∈ Π.
Теорема 4.19 доказана. �

В теоремах 4.20–4.22 (Алимов, [13], [7]) получены новые характериза-
ции чебышёвских множеств, солнц и строгих солнц в ℓ∞(n) в терминах
аппроксимативных свойств их пересечений с замкнутыми промежутка-
ми в Rn. К примеру, множество M ⊂ Rn является чебышёвским в ℓ∞(n)
если и только если для любых точек x, y ∈ Rn таких, что [[x, y]]∩M ̸= ∅,
любая точка из [[x, y]] имеет единственную ближайшую в [[x, y]] ∩M .

Теорема 4.20 (характеризация солнц в ℓ∞(n)). Следующие утвер-
ждения эквивалентны:

а) M – солнце в ℓ∞(n);
б) M ∩Π – солнце в ℓ∞(n) для любого замкнутого промежутка (бру-
са) Π в ℓ∞(n) такого, что Π ∩M ̸= ∅;

в) M∩m(x, y) – солнце в ℓ∞(n) для любых x, y ∈ ℓ∞(n), m(x, y)∩M ̸=
∅;

г) ∅ ̸= M ⊂ Rn замкнуто, связно, и пересечение M с любой коорди-
натной аффинной гиперплоскостью H в Rn является солнцем в H
или пусто.
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Замечание 4.6. Требование связности в п. г) убрать нельзя – в этом
можно убедиться на примере “двоеточия” M = {(0, 0)}∪{(1, 1)} на плос-
кости ℓ∞(2).

Следующий результат есть частный случай теоремы 4.17 с учетом того,
что в конечномерном пространстве класс строгих протосолнц совпадает
с классом строгих солнц.

Теорема 4.21 (характеризация строгих солнц в ℓ∞(n)). Следующие
утверждения эквивалентны:

a) M – строгое солнце в ℓ∞(n);
б) M ∩ Π – строгое солнце в ℓ∞(n) для любого замкнутого проме-
жутка (бруса) Π в ℓ∞(n), M ∩ int Π ̸= ∅;

в) M ∩ m(x, y) – строгое солнце в ℓ∞(n) для любых x, y ∈ ℓ∞(n),
M ∩ int m(x, y) ̸= ∅.

Теорема 4.22 (характеризация чебышёвских множеств в ℓ∞(n)).
Следующие утверждения эквивалентны:

a) M – чебышёвское множество в ℓ∞(n);
б) если Π – замкнутый промежуток (брус) в ℓ∞(n), Π∩M ̸= ∅, то
любой элемент из Π обладает единственной ближайшей точкой из
Π ∩M (т.е. Π ⊂ T(Π∩M));

в) m(x, y) ⊂ T(m(x, y)∩M) для любых x, y ∈ ℓ∞(n), m(x, y)∩M ̸= ∅.

Доказательство теоремы 4.20. Импликации а)⇔б), а)⇒в) уста-
новлены в теореме 4.11; в)⇒а) следует из теоремы 3.A; а)⇒г) следует из
теоремы 3.A.

Докажем г) ⇒ а). Предположим, что M не является солнцем. Браун
[156; теорема 3.6] установил, что

M — солнце в ℓ∞(n) ⇐⇒ (m(x, y)\{x, y})∩M ̸= ∅ ∀x, y ∈M. (4.42)

Поскольку по предположению M – не солнце, то из (4.42) имеем:

найдутся x, y ∈M такие, что (m(x, y) \ {x, y}) ∩M = ∅. (4.43)

Выберем такие x и y. Поскольку пересечение M ∩ H является солн-
цем в H для любого аффинного координатного подпространства H,
H ∩ M ̸= ∅, а по теореме 3.A солнца монотонно линейно связны, то
из (4.42) следует, что x =| y.
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Далее, для F ⊂ Rn и y ∈ bdF определим

cone(F, y) = {αf + (1− α)y | f ∈ F, α > 0}.

Обозначим через F1, . . . , Fn все (n − 1)-мерные грани тела m(x, y), со-
держащие точку x; E1, . . . , En – все (n − 1)-мерные грани тела m(x, y),
содержащие точку y. Рассматривая все координатные гиперплоскости
H, проходящие через точки x и y, и принимая во внимание то, что M∩H
является солнцем в H, из (4.43) и равенства m(·, ·) = [[·, ·]] получаем:

Fi ∩M = {x}, Ei ∩M = {y}, i = 1, . . . , n,

и, более того, из (4.43), поскольку по теореме 3.A пересечениеM с любым
координатным подпространством aff Fi (аффинной оболочкой грани Fi)
монотонно линейно связно, имеем

cone(Fi, x) ∩M = {x}, cone(Ei, y) ∩M = {y}, i = 1, . . . , n.

Несложно проверить, что множество

U =

( n∪
i=1

cone(Fi, x)

)
∪

( n∪
i=1

cone(Ei, y)

)
разделяет Rn и что точки x и y лежат в разных компонентах Rn \ U .
Однако M по условию связно, а x, y ∈ M . Получили противоречие,
поэтому M – солнце в ℓ∞(n). Теорема 4.20 доказана. �

Доказательство теоремы 4.22. Импликации а) ⇒ б), а) ⇒ в)
установлены в теореме 4.19. Утверждение б) ⇒ в) очевидно. Импли-
кация в) ⇒ а) достаточно ясна. Пусть x /∈ M , d = ρ(x,M). Положим
u(i) = x(i) + 2d, v(i) = x(i) − 2d, u = (u(1), . . . , u(n)), v = (v(1), . . . , v(n)).
Тогда B(x, d) ⊂ int m(u, v). Теперь проксиминальность M и единствен-
ность элемента наилучшего приближения для x в M следует из усло-
вия в). Теорема 4.22 доказана. �

4.5. Сохранение аппроксимативных свойств чебышёвских
множеств и солнц на плоскости. Изучаются аппроксимативные
свойства пересечений солнц и чебышёвских множеств в двумерном ба-
наховом пространстве X2 с подмножествами из R2. Охарактеризованы
подмножества R2, которые при пересечении с солнцами из X2 являют-
ся солнцами. Аналогичный вопрос изучен для чебышёвских множеств
в X2.
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Пусть ⟨·, ·⟩ – скалярное произведение на X2 с отношением ортогональ-
ности ⊥. Норме ∥ · ∥ мы сопоставим полярную норму

∥x∥∗ = sup
{
⟨x, y⟩ | ∥y∥ 6 1

}
и радоново трансформированную норму

∥x∥# = ∥x⊥∥∗, x ∈ X2

(см. [202] и [206]).
Все объекты, определяемые посредством этой нормы, мы будем обо-

значать индексом “#”. Единичный шар B#(0, 1) можно себе представить
как повернутый на 90◦ шар B∗ пространства (X2, ∥ · ∥∗). Также имеет ме-
сто равенство ∥ · ∥## = ∥ · ∥. Примером радоново трансформированной
нормы для равномерной нормы на плоскости служит ℓ1-норма.

Пусть (X, ∥ · ∥) – линейное нормированное пространство. Следуя
К. Менгеру [236], для a, b ∈ X определим ∥ · ∥-метрический отрезок
между точками a и b:

⟨a, b⟩=
{
x ∈ X | ∥a− b∥ = ∥a− x∥+ ∥x− y∥

}
. (4.44)

Напомним, что ∥ · ∥-геодезический сегмент в X это непрерывная кри-
вая, длина которой равна расстоянию в норме ∥ · ∥ между концевыми
точками.

Следующее утверждение хорошо известно (см., например, [216] и лем-
му 3.A): если множество M полно и m-связно, то каждые две точки из M
можно соединить | · |-геодезическим сегментом (монотонной дугой), со-
держащимся в M (т.е. монотонной кривой).

Следующее свойство множеств на плоскости установлено П. Грубе-
ром [203] (см. также X. Беренс и Л. Хетцельт [136]): замкнутое множе-
ство в R2 можно представить как результат стягивающей ретракции по
лучам, если и только если оно метрически выпукло. Более того, множе-
ство M ⊂ X2 обладает свойством, что для каждой точки X2 множество
PMx ее ближайших точек из M непусто и стягиваемо, если и только ес-
ли M замкнуто и d∥ · ∥#-выпукло (т.е. метрически выпукло относительно
нормы ∥ · ∥#; см. [202] и теорему 4.23).

На плоскости X2 метрический отрезок ⟨x, y⟩ можно достаточно просто
описать ([137; лемма 3], [142; теорема 9.6]):

⟨x, y⟩= (x+ R+ · Σ) ∩ (y − R+ · Σ), (4.45)
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где Σ – наименьшая замкнутая грань шара B(0, 1), относительная внут-
ренность которой содержит точку (y − x)/∥y − x∥.

Отметим [142; с. 58], что метрический отрезок ⟨x, y⟩ является про-
межутком для любых x, y ∈ X2 и что (см. [137; лемма 6]) единичный
шар B = B∥ · ∥ в X2 является d∥ · ∥#-выпуклым относительно нормы ∥ · ∥#
(а также относительно ассоциированной нормы | · |, определенной в (3.8);
см. [126]). Более того, на плоскости d| · |-выпуклость и d∥ · ∥#-выпуклость
совпадают (см. выше).

Ниже мы воспользуемся понятиями ∥ · ∥#-выпуклости и d∥ · ∥#-выпук-
лости (т.е. d-выпуклости относительно нормы ∥ · ∥#) при изучении чебы-
шёвских множеств и солнц на нормированной плоскости (X2, ∥ · ∥).

Структура чебышёвских множеств и солнц на плоскости X2 изучалась
многими авторами, начиная с Л.Н. Х. Бунта и Т. Моцкина (см. [61]).
Среди последних работ отметим Грубер [202], Беренс и Хетцельт [137],
Грубер [203], Алимов [1], [121].

В следующем утверждении импликация a)⇔b) доказана Беренсом и
Хетцельтом в [136], [137]; импликация b)⇔c) установлена Грубером
в [202]; импликация a)⇔e) установлена Брауном [156; Theorem 4.1]. Им-
пликация d)⇔e) гарантируется теоремой 3.2. Эквивалентность f)⇔e)
установлена в лемме 3.1 (здесь напомним, что ассоциированная норма
| · | определена в (3.8)).

Теорема 4.23. Пусть множество M ⊂ X2 непусто и замкнуто.
Следующие утверждения эквивалентны:

a) M – солнце;
b) M ∥ · ∥#-выпукло;
c) PMx непусто и стягиваемо для всех x ∈ X;
d) M монотонно линейно связно;
e) M m-связно;
f) M | · |-выпукло относительно ассоциированной нормы | · |.

В частности, для замкнутого подмножества нормированной плоскости
его ∥ · ∥#-выпуклость эквивалентна его монотонной линейной связности
и эквивалентна его | · |-выпуклости.

Напомним, что подмножество M ⊂ X2 полустрого метрически вы-
пукло (Грубер [202], если оно метрически выпукло и для каждой пары
различных точек x, y ∈ M , такой, что луч, проведенный через точки 0
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и x− y, пересекает границу единичного шара в негладкой точке, линей-
ный интервал (a, b) содержится во внутренности M .

В следующем утверждении эквивалентность a)⇔c) установлена Гру-
бером [202], а эквивалентность a)⇔b) доказана Хетцельтом [206]. По
поводу импликации b)⇔b)′ см. теорему 4.23.

Теорема 4.C. Следующие утверждения эквивалентны на плоско-
сти X2 для замкнутых множеств:

a) M – чебышёвское множество;
b) M монотонно линейно связно и не содержит отрезков в своей
границе, параллельных собственной грани шара B(0, 1);

b′) M ∥ · ∥#-выпукло и не содержит отрезков в своей границе, па-
раллельных собственной грани шара B(0, 1);

c) M полустрого метрически выпукло относительно радоново
трансформированной нормы ∥ · ∥# .

В теореме 4.D (Хетцельт [206]) охарактеризованы строгие солнца на
плоскости X2.

Теорема 4.D. Пусть множество M ⊂ X2 непусто и замкнуто.
Следующие утверждения эквивалентны:

a) M – строгое солнце;
b) M монотонно линейно связно и если граница множества M со-
держит отрезок I , параллельный некоторой грани шара B , то
выполнено следующее утверждение: пусть H+, H− – два различ-
ных полупространства с границей aff I , тогда, если σ ∈ {+,−} и
M ∩ riHσ ̸= ∅, то ri I ⊂ cl riHσ

Hσ .

Напомним, что bdA, riA и clA – граница и соответственно относи-
тельная внутренность и замыкание множества A; aff A – аффинная обо-
лочка множества A, т.е. наименьшее аффинное подпространство, содер-
жащее A.

Основными результатами данного параграфа являются теоремы
4.24–4.26 (Алимов [14]). В теореме 4.24 мы характеризуем брусы (за-
мкнутые промежутки) плоскости R2 в терминах солнечности их пере-
сечений с солнцами в X2. Теорема 4.25 описывает солнца в X2 в тер-
минах солнечности их пересечений с брусами и ∥ · ∥#-метрическими от-
резками в R2. (Напомним, что для u, v ∈ X2 имеет место равенство
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m(u, v) = [[u, v]] = ⟨u, v⟩# = ⟨u, v⟩|·|; см. (3.6) и замечание после тео-
ремы 4.23.) В сравнении с конечномерными результатами из § 4.3), мы
здесь не накладываем условие, что X ∈ (BM). При этом стоит отме-
тить, что не каждое X2 лежит в классе (BM) (Браун [156]).

Теорема 4.24. Подмножество ∅ ̸= Π ⊂ (X2, ∥ · ∥) является брусом
если и только если M ∩Π является солнцем в X2 для любого солнца M
в X2 такого, что M ∩ Π ̸= ∅.

Теорема 4.25. В пространстве (X2, ∥ · ∥) следующие утверждения
эквивалентны:

a) M – солнце в X2;
б) M ∩ Π является солнцем в X2 для любого бруса Π в R2 , такого,
что Π ∩M ̸= ∅;

в) M ∩ ⟨x, y⟩# является солнцем в X2 для любых x, y ∈ X2 , таких,
что m(x, y) ∩M ̸= ∅.

В теореме 4.26 мы описываем множества Π, такие, что если M – чебы-
шёвское множество в X2, такое, что M ∩ Π ̸= ∅, то Π ⊂ T(M ∩ Π).

Теорема 4.26. Имеют место следующие утверждения:

1) Пусть ∅ ̸= Π ⊂ (X2, ∥ · ∥) – брус. Тогда Π ⊂ T(M∩Π) для каждого
чебышёвского множества M в X2 , M ∩ Π ̸= ∅;

2) Пусть Π – связное подмножество R2 , замкнутое или открытое,
такое, что Π ⊂ T(M ∩Π) выполнено для любого чебышёвского мно-
жества M в (X2, ∥ · ∥), M ∩ Π ̸= ∅. Тогда Π – брус.

Доказательство теоремы 4.24. Рассмотрим солнце M в X2.
Пусть Π – брус, Π∩M ̸= ∅. Считая, что M ∩Π состоит из не менее чем
двух точек, рассмотрим x, y ∈ M ∩ Π, x ̸= y. По условию ⟨x, y⟩# ⊂ Π.
Так как по теореме 4.23 множество M ∥ · ∥#-выпукло, то M ∩ Π также
∥ · ∥#-выпукло. Ясно, что Π замкнуто. Теперь солнечность пересечения
M ∩ Π вытекает из теоремы 4.23.

Теперь пусть Π – подмножество из X2, такое, что M ∩ Π является
солнцем в X2 для любого солнца M в X2, M ∩Π ̸= ∅. Рассмотрим про-
извольные точки x, y ∈ Π. Нам требуется установить, что ⟨x, y⟩# ⊂ Π.
Предположим противное. Тогда найдутся u, v ∈ Π и w ∈ ⟨u, v⟩#, w /∈ Π.
Определим ломаную L как объединение двух отрезков: L = [u,w]∪[w, v].
Так как w ∈ ⟨u, v⟩#, то L ∥ · ∥#-выпукло. По теореме 4.23 множество L
является солнцем в X2; L ∩ Π ̸= ∅. По предположению L ∩ Π – солнце.
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Но это невозможно, так как в конечномерных линейных нормированных
пространствах все солнца линейно связны (см., например, [157]), а L∩Π
не связно. Полученное противоречие показывает, что Π – брус. Полагая
M = X2, получаем, что Π замкнуто. Теорема 4.24 доказана. �

Доказательство теоремы 4.25. Импликации a)⇒b), a)⇒c) следу-
ют из теоремы 4.24, так как метрический отрезок ⟨·, ·⟩# всегда является
брусом; утверждение b)⇒c) понятно. Установим c)⇒a). Пусть x, y ∈M .
По предположению ⟨x, y⟩# ∩ M солнце. По теореме 4.23 пересечение
∥ · ∥#-выпукло. Отсюда следует также и ∥ · ∥#-выпуклость множестваM .
Следовательно, M – солнце. Теорема 4.25 доказана. �

Доказательство теоремы 4.26. 1. Пусть Π – брус и пусть M –
чебышёвское множество в X2, M ∩ Π ̸= ∅. Если dim Π = 0, доказы-
вать нечего. Пусть dim Π = 1. Выберем x, y ∈ Π, x ̸= y. По условию
[x, y] ⊂ Π, т.е. Π (линейно) выпукло. По теореме 4.C множество M

∥ · ∥#-выпукло. Ясно, что пересечение выпуклого одномерного множе-
ства Π с множеством M выпукло. Следовательно, Π ⊂ T(M ∩ Π).

Пусть теперь dim Π = 2. Понятно, что PM∩Πx ̸= ∅. Предполо-
жим, что PM∩Πx состоит из более чем одной точки. Из теоремы 4.23
вытекает, что PM∩Πx является или отрезком, или объединением двух
отрезков с общей начальной точкой. Рассмотрим произвольно точку
y ∈ PM∩Πx, принадлежащую относительной внутренности некоторого
отрезка (обозначим его I) из PM∩Πx. Положим xα = αx + (1 − α)y для
0 < α < 1. Тогда xα ∈ Π, xα /∈ M . По предположению из того, что
B(xα, ∥xα − y∥) ⊂ conv(x, I) (здесь conv(x, I) – выпуклая оболочка x
и I), следует, что B(xα, ∥xα − y∥) ⊂ Π для всех достаточно малых α.
Поэтому для таких α имеем PM∩Πxα = PMxα. Но мы выбрали y из
относительной внутренности отрезка I ⊂ PM∩Πx. Следовательно, PMxα

содержит в себе и некоторую окрестность точки y в I. Это противоречит
чебышёвости M в X2.

2. Установим, что Π является брусом. Предположив противное,
рассмотрим точки u, v ∈ Π, такие, что ⟨u, v⟩# ̸⊂ Π. Ясно, что
⟨u, v⟩# ̸⊂ Π невозможно, если dim⟨u, v⟩# 6 1; поэтому далее считаем,
что dim⟨u, v⟩# = 2. Сначала рассмотрим точку w ∈ int⟨u, v⟩#, w /∈ Π, и
определим L = [u,w]∪ [w, v]. Докажем, что L – чебышёвское множество
в X2.
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Поскольку w ∈ ⟨u, v⟩#, то L – ∥ · ∥#-геодезический сегмент, соединя-
ющий u и v. Отсюда из (4.44) следует, что L ∥ · ∥#-выпукло. По тео-
реме 4.23 L – солнце. Предположим, что L не является чебышёвским
множеством в X2. Пусть x ∈ X2 – точка, имеющая более чем одну
ближайшую из L. По теореме 4.23 множество PLx стягиваемо и, следо-
вательно, представляет собой отрезок или объединение двух отрезков с
общей начальной точкой. В обоих случаях PLx содержит невырожден-
ный отрезок (скажем, I), принадлежащий [u,w] или [w, v].

Грубер [202; утверждение 10] установил, что

(∗) если вектор ϑ ∈ bdB# параллелен отрезку из bdB, то ϑ явля-
ется негладкой точкой шара B#.

Пусть a, b – концевые точки отрезка I и пусть ϑ ∈ bdB# – точка,
в которой граница bdB# шара B# пересекается с линией, проходящей
через 0 и b− a. Согласно (∗), ϑ – негладкая точка шара B#. Далее [202;
утверждение (9)],

(∗∗) если c, d ∈ X2, c ̸= d, таковы, что линия, проходящая через 0
и c− d пересекает границу шара B в экстремальной точке, то [c, d]
является единственным геодезическим сегментом, соединяющим c
и d.

Теперь, применяя (∗∗) к паре точек a, b, в силу того, что точ-
ка ϑ негладкая, заключаем, что отрезок [a, b] является единственным
∥ · ∥#-геодезическим сегментом, соединяющим a и b. Без ограничения
общности предположим, что a, b ∈ [u,w]. Из только что доказанного
имеем:

(∗∗∗) [u,w] является единственным ∥ · ∥#-геодезическим сегментом,
соединяющим u и w.

Это влечет, что ⟨u,w⟩# является отрезком. С другой стороны, w ∈
int⟨u, v⟩#, что противоречит (∗∗∗). Следовательно, предположение о том,
что L не являлось чебышёвским, было неверно.

Рассмотрим пересечение L ∩ Π. Воспользуемся хорошо известным
утверждением: пусть Y ⊂ Rn, n ∈ N, и пусть K – чебышёвское мно-
жество в Y (Y снабжено некоторой нормой), тогда оператор метриче-
ского проектирования PK на K в Y непрерывен; отсюда K связно, если
Y связно. Полагая Y = Π и K = L ∩ Π, из начального предположения
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Π ⊂ T(Π ∩ L) (Π связно) получаем, что L ∩ Π связно. С другой сторо-
ны, так как w /∈ L, то w разделяет множество L ∩Π. Это противоречит
только что доказанному утверждению, что L∩Π связно. Следовательно,
⟨u, v⟩# ⊂ Π.

Итак, если u, v ∈ Π, то int⟨u, v⟩ ⊂ Π. На один момент предполо-
жим, что u, v ∈ int Π (это возможно, поскольку dim Π = 2). Определим
точки u′, v′, лежащие на прямой, проходящий через u и v, таким об-
разом, что u ∈ (u′, v), v ∈ (u, v′), u′, v′ ∈ int Π. Из (4.45) вытекает,
что ⟨u, v⟩ ⊂ int⟨u′, v′⟩. Согласно только что доказанному, int⟨u′, v′⟩ ⊂ Π,
откуда ⟨u, v⟩ ⊂ Π для всех u, v ∈ int Π. Если Π открыто, то доказа-
тельство завершено. Окончательно, что замыкание любого промежутка
множества является замкнутым промежутком [142; теорема 10.2]. Сле-
довательно, Π является брусом. Теорема 4.26 доказана. �

Non nobis Domine...
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[165] S. Cobzaş, “Compact and precompact sets in asymmetric locally convex
spaces”, Topology Appl., 156:9 (2009), 1620–1629.
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