
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÓÄÊ 517.988

ÂÎËÊÎÂ ÁÎÐÈÑ ÎËÅÃÎÂÈ×

ËÀÏËÀÑÈÀÍÛ ËÅÂÈ

È ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÍÈÌÈ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ

Ñïåöèàëüíîñòü 01.01.01 � Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé

è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Äèññåðòàöèÿ

íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê, ïðîôåññîð

Ñìîëÿíîâ Îëåã Ãåîðãèåâè÷

Ìîñêâà � 2014



Îãëàâëåíèå

Ââåäåíèå 3

1 Èåðàðõèÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè 16

1.1 Îáîáùåííûå ñðåäíèå ×åçàðî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Ëàïëàñèàíû Ëåâè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Ëàïëàñèàíû Ëåâè â áåëîøóìíîì àíàëèçå . . . . . . . . . . . . . 21

2 Êâàíòîâàÿ âåðîÿòíîñòü è ëàïëàñèàíû Ëåâè 32

2.1 Êëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè è ïðîöåññ óíè÷òîæåíèÿ . . . . . 32

2.2 Íåêëàññè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè è êâàíòîâûå ñëó÷àéíûå ïðî-

öåññû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3 Ëàïëàñèàíû Ëåâè è êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ 43

3.1 Ëàïëàñèàí Ëåâè íà ìíîãîîáðàçèè . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2 Óðàâíåíèå Ëàïëàñà-Ëåâè è óðàâíåíèÿ ßíãà-Ìèëëñà . . . . . . . 46

3.3 Íåêëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè è óðàâíåíèÿ ßíãà-Ìèëëñà . . . 71

3.4 Íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëåâè è óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé

õðîìîäèíàìèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.5 Íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëåâè è óðàâíåíèÿ ßíãà-Ìèëëñà-

Õèããñà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

Ëèòåðàòóðà 90

2



Ââåäåíèå

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà-Ëåâè (ëàïëà-

ñèàíîâ Ëåâè) ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñ óðàâíåíèÿìè ßíãà-Ìèëëñà è ñ êâàíòîâûìè

ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè.

Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà L2(0, 1) , Ïîëåì Ëåâè áûëè ñôîð-

ìóëèðîâàíû íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Ëåâè (ñì. íàïðè-

ìåð [35]). Îäíî èç îïðåäåëåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü {en} � îðòîíîð-

ìèðîâàííûé áàçèñ {en} â L2(0, 1) è F � ôóíêöèÿ íà L2(0, 1) ; òîãäà çíà÷åíèå

ëàïëàñèàíà Ëåâè ∆L íà F îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∆LF (x) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

〈F ′′(x)ek, ek〉,

(ò.å. çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà Ëåâè íà ôóíêöèè F � ýòî ñðåäíåå ×åçàðî âòî-

ðûõ ïðîèçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèÿì âåêòîðîâ èç {en} .) Êî-
íå÷íî, çíà÷åíèå ∆LF çàâèñèò îò âûáîðà îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, íî

äëÿ íåêîòîðûõ áàçèñîâ òàêîå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî äðóãîìó îïðåäåëå-

íèþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Ëåâè, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè äëÿ

âñåõ x, f1, f2 ∈ L2(0, 1) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

〈F ′′(x)f1, f2〉 =

1∫
0

1∫
0

KV (x)(t1, t2)f1(t1)f2(t2)dt1dt2 +

1∫
0

KL(x)(t)f1(t)f2(t)dt,

ãäå KV (x) ∈ L2([0, 1] × [0, 1]) è KL(x) ∈ L∞([0, 1]) , òî çíà÷åíèå ëàïëàñèàíà

Ëåâè íà ôóíêöèè F îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∆LF (x) =

1∫
0

KL(x)(t)dt.
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Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ (ñì. [8]). Ñîîòâåò-

ñòâóþùèé îïåðàòîð, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì ∆L , äåéñòâóåò

íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå êóñî÷íî-ãëàäêèõ

ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå â ðèìàíî-

âîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðè ýòîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâÿçíîñòü (îòîæäåñòâëÿåìàÿ

â òåîðèè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé ñ âåêòîðîì-ïîòåíöèàëîì) â âåêòîðíîì ðàñ-

ñëîåíèè, áàçîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðîæäåííûé ýòîé

ñâÿçíîñòüþ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∆LU = 0 ,

ò.å. ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ ëåâè-ãàðìîíè÷åñêèì. Êðîìå òîãî, â äèñ-

ñåðòàöèè ââåäåí äàëàìáåðòèàí òèïà Ëåâè (ñð. [19]), è ðàññìîòðåíà åãî ñâÿçü

ñ óðàâíåíèÿìè ßíãà-Ìèëëñà-Õèããñà, à òàêæå ñ óðàâíåíèÿìè êâàíòîâîé õðî-

ìîäèíàìèêè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èíòåðåñ ê ðàáîòàì, ïîñâÿùåííûì ëàïëàñèàíàì Ëåâè,

çíà÷èòåëüíî âîçðîñ ïîñëå òîãî, êàê â ðàáîòàõ [18, 19] Ë. Àêêàðäè, Ï. Äæèáè-

ëèñêî è È.Â. Âîëîâè÷ äîêàçàëè â åâêëèäîâîì ñëó÷àå òåîðåìó î ñâÿçè óðàâíå-

íèé ßíãà-Ìèëëñà è ëàïëàñèàíà Ëåâè, èñïîëüçóÿ àíàëîã âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ

ëàïëàñèàíà Ëåâè (ñì. òàêæå [10]). Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ñëó÷àé

ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ Ð. Ëåàíäðîì è È.Â. Âîëîâè÷åì â ðàáîòå [33]. Ñòîèò

ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ â äèññåðòàöèè òåõíèêà îòëè÷àåòñÿ îò òåõíè-

êè, èñïîëüçóåìîé â óïîìèíàåìûõ âûøå ðàáîòàõ.

Äðóãèì èñòî÷íèêîì èíòåðåñà ê ëàïëàñèàíó Ëåâè ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåííàÿ

â [20] è [6] åãî ñâÿçü ñ êâàíòîâûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè. Ïîäõîä,

ïðåäëîæåííûé â ïîñëåäíåé ðàáîòå, áûë ïðèìåíåí â [26] è [9] ê îáîáùåíè-

ÿì ëàïëàñèàíà Ëåâè: ê òàê íàçûâàåìûì ýêçîòè÷åñêèì ëàïëàñèàíàì Ëåâè.

Òàêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû áûëè ââåäåíû â ðàáîòå Ë. Àêêàðäè è

Î. Ã. Ñìîëÿíîâà [24].

Íàïîìíèì îáùóþ ñõåìó îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-

ðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà èç ñòàòüè [1], êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëàïëàñèà-

íû Ãðîññà-Âîëüòåððû è Ëåâè. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå

ïðîñòðàíñòâî è E∗ � åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå *-ñëàáîé

òîïîëîãèåé. Ïóñòü L(E,E∗) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíê-
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öèîíàëîâ èç E â E∗ è ïóñòü S � ëèíåéíûé âåùåñòâåííûé ôóíêöèîíàë,

îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå domS ⊂ L(E,E∗) . Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

domDS äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà DS , ïîðîæäåííîãî

ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì S , ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ äâàæäû äèôôåðåí-

öèðóåìûõ ïî Ãàòî äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå E , äëÿ êîòîðûõ

f ′′(x) ∈ domS äëÿ êàæäîãî x ∈ E . Îïåðàòîð domDS äåéñòâóåò ñëåäóþùèì

îáðàçîì: DSf(x) = S(f ′′(x)) äëÿ x ∈ E , f ∈ domDS . Ïóñòü E íåïðåðûâíî

âëîæåíî â äåéñòâèòåëüíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H òàê,

÷òî îáðàç E ïðè âëîæåíèè ïëîòåí â H . Òîãäà E ⊂ H ⊂ E∗ � îñíàùåí-

íîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Çàôèêñèðóåì â H îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{en} , ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà E . Îáîáùåííûé ëàïëàñèàí Ëåâè
(èëè ýêçîòè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè) ∆l

L ïîðÿäêà l ≥ 0 � ýòî äèôôåðåí-

öèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîðîæäåííûé ôóíêöèîíàëîì Sl , êîòî-

ðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Sl(F ) = limn→∞
1
nl

∑n
k=1(Fek, ek) äëÿ

F ∈ L(E,E∗) . Îïðåäåëåíèå ýêçîòè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè ïðè l = 0 ñîâ-

ïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ëàïëàñèàíà Ãðîññà-Âîëüòåððû, à ïðè l = 1 ñîâïàäàåò

ñ îïðåäåëåíèåì êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè. Ñâîéñòâà ëàïëàñèàíà Ëåâè,

äåéñòâóþùåãî íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà îñíàùåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Ë. Àêêàðäè, Ï. Ðîçåëëè è Î. Ã. Ñìîëÿíîâà [3],

Ë. Àêêàðäè è Î. Ã. Ñìîëÿíîâà [4, 5], Î.Î. Îáðåçêîâà [41], Õ.-X. Êóî, Í. Îáà-

òû, Ê. Ñàéòî [32] è ìíîãèõ äðóãèõ. Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áûë âïåðâûå

ïðèìåíåí ïðè èçó÷åíèè ëàïëàñèàíà Ëåâè Ë. Àêêàðäè è Î. Ã. Ñìîëÿíîâûì (ñì.

íàïðèìåð [24]).

Â äèññåðòàöèè íàðÿäó ñ ýêçîòè÷åñêèìè ëàïëàñèàíàìè Ëåâè ðàññìàòðèâà-

þòñÿ íåêëàññè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè ∆L
R , ïîðîæäåííûå ëèíåéíûì îïåðà-

òîðîì R : span{en : n ∈ N} → E , ò.å. äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû âòî-

ðîãî ïîðÿäêà DSR , ãäå ôóíêöèîíàë SR îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SR(F ) = limn→∞
1
n

∑n
k=1(FRen, Ren) äëÿ F ∈ L(E,E∗) . Òàêèå ëàïëàñèàíû

áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [8]. Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýêçîòè÷åñêèå

ëàïëàñèàíû ∆l
L ïðè l > 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íåêëàññè÷åñêèå ëàïëàñè-

àíû, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàáîòû [9].

Â 1970-å ãîäû Ò. Õèäîé áûëè çàëîæåíû îñíîâû áåëîøóìíîãî àíàëèçà
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(white noise analysis) � áåñêîíå÷íîìåðíîãî àíàëèçà, ïîñòðîåííîãî ñ ïîìîùüþ

ôèêñèðîâàííîé ãàóññîâñêîé ìåðû íà âåùåñòâåííîì (ñåïàðàáåëüíîì) ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â êíèãå [28] áûë ââåäåí ëàïëàñèàí Ëåâè íà îáîáùåííûõ

áåëîøóìíûõ ôóíêöèîíàëàõ. Ñâîéñòâà òàêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè ðàññìàòðèâà-

ëèñü â ðàáîòàõ Ò. Õèäû, Õ.-Õ. Êóî, Í. Îáàòû, K. Ñàéòî è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ñâîéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè â áåëîøóìíîì àíàëèçå ðàññìàò-

ðèâàëèñü â ñòàòüÿõ [21, 22, 23] Ë. Àêêàðäè, Ó.C. Äæè è K. Ñàéòî, à òàêæå

â ðàáîòå [17] K. Ñàéòî. Â äèññåðòàöèè ìåòîäû ðàáîò [22, 17] è ðàáîòû [8]

èñïîëüçóþòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå íåêëàñ-

ñè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè. Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

íåêëàññè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè âûðàæàþòñÿ êàê êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè

îò êâàíòîâûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê íåïðå-

ðûâíûå îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà â ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðà-

òîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà ïðîáíûõ áåëîøóìíûõ ôóíêöèîíàëîâ E â ïðîñòðàíñòâî
îáîáùåííûõ áåëîøóìíûõ ôóíêöèîíàëîâ E∗ (ñì. íàïðèìåð [40] è èìåþùèåñÿ
òàì ññûëêè). Ïðîöåññ óíè÷òîæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå t 7→ bt ,

ãäå bt � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ δt â ïðîñòðàíñòâå E .
Èçâåñòíî, ÷òî ëàïëàñèàí Ãðîññà-Âîëüòåððû, êîòîðûé, â îòëè÷èè îò ëàïëàñèà-

íà Ëåâè, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì íà ïðîñòðàíñòâå E , âûðàæàåòñÿ
â âèäå ∆V =

∫
b2
tdt (ñì. íàïðèìåð [30, 37]). Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèà-

íà Ëåâè â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà ∆L = limε→0

∫
‖s−t‖<ε bsbtdsdt ,

êîòîðàÿ îáîáùàåòñÿ äëÿ íåêëàññè÷åñêèõ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè. Â ÷àñòíîñòè, äî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî ∆L
dl = limε→0

∫
‖s−t‖T<ε b

(l)
s b

(l)
t dsdt , ãäå d � îïåðàòîð äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ è l ∈ N . Ïåðâîå âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà â

ðàáîòå [20] ñî ññûëêîé íà Õ.-Õ. Êóî è â ðàáîòå [6], à âòîðàÿ ôîðìóëà âïåðâûå

ïðèâîäèòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå [8].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

• Äîêàçàíî, ÷òî ñâÿçíîñòü â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè, áàçîé êîòîðîãî ÿâëÿ-

åòñÿ ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ßíãà-Ìèëëñà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðîæäåííûé ñâÿçíîñòüþ ïàðàëëåëüíûé

ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ëàïëàñèàíà Ëåâè,

îïðåäåëåííîãî ñ ïîìîùüþ ñðåäíåãî ×åçàðî.
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• Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè êàê êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé

îò êâàíòîâûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

• Äîêàçàíû ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ëàïëàñèàíû Ëåâè ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ.

Â ïåðâîé ãëàâå äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè è äîêàçûâàþòñÿ

ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ðàçëè÷íûå ëàïëàñèàíû Ëåâè. Îáîáùåííûì ñðåäíèì

×åçàðî ïîðÿäêà l ≥ 0 ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g ∈ C∞ áóäåì íàçûâàòü

÷èñëî Cl(g) = limn→∞
1
nl

(
∑n

k=1 g(k)) , åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ïóñòü E

� âåùåñòâåííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå

ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî, íåïðåðûâíî âëîæåííîå â âåùåñòâåííîå ñå-

ïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H òàê, ÷òî îáðàç E ïðè âëîæåíèè

ïëîòåí â H . {en} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H , ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ

ïðîñòðàíñòâà E . C2(E,R) � ïðîñòðàíñòâî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî

Ãàòî äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà E . Ïóñòü ïðè l ≥ 0 ïðîñòðàíñòâî dom∆l
L

� ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî C2(E,R) , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ïðè

êàæäîì x ∈ E ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ñðåäíåå Cl(〈f ′′(x)ek, ek〉) .

Îïðeäåëåíèå. Ýêçîòè÷åñêèé (èëè îáîáùåííûé) ëàïëàñèàí Ëåâè ïîðÿäêà

l ≥ 0 � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç dom∆l
L â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà

E , îïðåäåëåííîå òàê: ∆l
Lf(x) = Cl(〈f ′′(x)ek, ek〉).

Ïðè l = 1 îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèà-

íà Ëåâè, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∆L , ïðè l = 0 îïðåäåëåíèå

ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ëàïëàñèàíà Ãðîññà-Âîëüòåððû.

Ïóñòü R � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç span{en : n ∈ N} â E .

Ïóñòü dom∆L
R � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî C2(E,R) , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f ,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò C1((〈f ′′(x)Ren, Ren〉)) ïðè êàæäîì x ∈ E .

Îïðeäåëåíèå. Íåêëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè, ïîðîæäåííûé îïåðàòîðîì

R , � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Dom∆L
R â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà

E , îïðåäåëåííîå òàê: ∆L
Rf(x) = C1((〈f ′′(x)Ren, Ren〉)).
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Òîãäà ∆L = ∆L
I , ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî

l ∈ R îïåðàòîð N l íà span{en : n ∈ N} îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N len = nlen . Âûïîëíÿåòñÿ

Òåîðåìà. Åñëè l ∈ R è l > −1, òî ∆L

N−
l
2

= (l + 1)∆l+1
L .

Ïóñòü HC = L2([0, 1],C) . Îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñèìâîëîì (·, ·)0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ãèëüáåðòîâó íîðìó ñèìâîëîì

|·|0 . Çàôèêñèðóåì â HC îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en} , ñîñòîÿùèé èç òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé: e1 = 1 , e2k(t) =

√
2 sin 2kπt è e2k+1(t) =

√
2 cos 2kπt

ïðè k ∈ N . Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â HC , îïðåäåëåííûé ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: Aξ =
∑∞

k=1 λk(ξ, ek)0ek, ξ ∈ domA, ãäå 1 < λ1 ≤ λ2 . . . è∑∞
k=1 λ

−2
k <∞ , à domA = {ξ ∈ HC :

∑∞
k=1 λ

2
k(ξ, ek)0(ek, ξ)0 <∞} . Ïðè p ≥ 0

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ep = {ξ ∈ HC :
∑∞

k=1 λ
2p
k (ξ, ek)0(ek, ξ)0 < ∞} îïåðàòî-

ðà Ap ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(·, ·)p =
∑∞

k=1 λ
2p
k (·, ek)0(ek, ·)0 è ñîîòâåòñòâóþùåé ãèëüáåðòîâîé íîðìîé | · |p .

Ïðè p ≥ 0 ïóñòü E−p � ïîïîëíåíèå HC ïî ãèëüáåðòîâîé íîðìå | · |−p =

|A−p · |0 , ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·)−p = (A−p·, A−p·)0 . Ìû

ïîëó÷àåì îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî: EC = proj limp→+∞Ep ⊂
HC ⊂ ind limp→+∞E−p = E∗C.

Áîçîííîå ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ep

îïðåäåëÿåòñÿ òàê: Γ(Ep) = {φ = (fn)
∞
n=0; fn ∈ E⊗̂np , ‖φ‖2

p =
∑∞

n=0 n!|fn|2p <
∞}. Ìû ïîëó÷àåì îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî:

E = proj lim
p→+∞

Γ(Ep) ⊂ Γ(H) ⊂ ind lim
p→+∞

Γ(E−p) = E∗.

Äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè E è E∗ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 〈〈·, ·〉〉 .
Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A íà HR = L2([0, 1],R) ïîëó-

÷àåòñÿ îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî: ER ⊂ HR = L2([0, 1],R) ⊂ E∗R.

Ïî òåîðåìå Ìèíëîñà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µI íà σ -àëãåáðå ER -

öèëèíäðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ E∗R òàêàÿ, ÷òî µ̃I(ξ) = e−
(ξ,ξ)0

2 (ìåðà µI ÿâëÿ-

åòñÿ ãàóññîâñêîé). Ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé èçîìîðôèçì Âèíåðà-Èòî-Ñèãàëà
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ìåæäó Γ(HC) è L2(E
∗
R, µI ,C) , îäíîçíà÷íî çàäàþùèéñÿ çíà÷åíèåì èçîìîð-

ôèçìà íà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿõ:

ψξ = (1, ξ,
ξ⊗2

2
, . . . ,

ξ⊗n

n!
, . . .)←→ ψξ = e〈x,ξ〉−〈ξ,ξ〉/2, ξ ∈ EC.

Òîãäà E ⊂ L2(E
∗
R, µI ,C) ⊂ E∗ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Õèäû-Êóáî-

Òàêåíàêè, èçîìîðôíûì ïðîñòðàíñòâó Ôîêà íàä EC ⊂ HC ⊂ E∗C . E �

ïðîñòðàíñòâî áåëîøóìíûõ ïðîáíûõ ôóíêöèîíàëîâ è E∗ � ïðîñòðàíñòâî áå-

ëîøóìíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèîíàëîâ.

S -ïðåîáðàçîâàíèå îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà Φ ∈ E∗ � ýòî ôóíêöèÿ

SΦ: EC → C , îïðåäåëåííàÿ òàê: SΦ(ξ) = 〈〈Φ, ψξ〉〉 , ξ ∈ EC . Êîìïëåêñ-

íîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ïðîñòðàíñòâå EC è ÿâëÿþùóþñÿ S -

ïðåîáðàçîâàíèåì íåêîòîðîãî áåëîøóìíîãî îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà, íàçû-

âàþò U -ôóíêöèîíàëîì.

Ñ ïîìîùüþ S -ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåêëàññè÷åñêèå è ýêçîòè÷å-

ñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè è ýêçîòè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå

îáîáùåííûõ ôóíêöèîíàëîâ E∗ .

Îïðeäåëåíèå. Îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë Φ ∈ E∗ ëåæèò â îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ Dom∆L
R íåêëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè ∆L

R , ïîðîæäåííîãî ëè-

íåéíûì îïåðàòîðîì R : span{en : n ∈ N} → EC , òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ âñåõ ξ ∈ EC ñóùåñòâóåò C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗ Ren〉)) è ôóíê-

öèÿ EC 3 ξ 7→ C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗ Ren〉)) ÿâëÿåòñÿ U -ôóíêöèîíàëîì. Åñëè

Φ ∈ Dom∆L
R , òî ∆L

RΦ � ýòî òàêîé îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë èç E∗ , ÷òî

äëÿ âñåõ ξ ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ S∆L
RΦ(ξ) = C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗Ren〉)).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè ∆l
L (l ≥ 0) íà

ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèîíàëîâ E∗ .
Ïóñòü îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà EC .

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ed çàìûêàíèå span{en : n ∈ N, n > 1} â EC . Ïóñòü τ
′
0 �

îïåðàòîð, îáðàòíûé îïåðàòîðó d íà ïðîñòðàíñòâå Ed . Ïóñòü τλ ∈ L(EC, EC)

òàêîé, ÷òî τλ(e1) = λe1 (λ ∈ C) è îãðàíè÷åíèå τλ íà Ed ñîâïàäàåò ñ τ ′0 .

Áóäåì îáîçíà÷àòü ∆d,l
L = ∆L

dl è ∆d,−l
L = ∆L

τ lλ
ïðè l ∈ Z+ .
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Ïðåäëîæåíèå. Åñëè l ∈ N, òî π2l∆d,−l
L = (2l + 1)∆2l+1

L .

Ïóñòü T ∈ L(EC, EC) , òîãäà åãî âòîðîå êâàíòîâàíèå � ýòî îïåðàòîð

Γ(T ) ∈ L(E , E) , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé òàê: Γ(T )ψξ = ψTξ. Âûïîëíÿåòñÿ

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñâÿçè ìåæäó íåêëàññè÷åñêèìè ëàïëàñèàíàìè Ëåâè:

Òåîðåìà. Ïóñòü l ∈ Z, k ∈ N. Ïóñòü Φ ∈ Dom∆d,l
L , òîãäà

∆
d,(l−k)
L Γ(dk)∗Φ = Γ(dk)∗∆d,l

L Φ, è ∆
d,(l+k)
L Γ(τ kλ )∗Φ = Γ(τ kλ )∗∆d,l

L Φ äëÿ âñåõ

λ ∈ C.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ñåìåéñòâîì íåêëàññè÷å-

ñêèõ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè è êâàíòîâûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Ïóñòü X è

Y � ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà, ñèìâîëîì Lb(X, Y ) îáîçíà÷àåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç X â Y , íàäåëåííîå òîïîëî-

ãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ. Áóäåì íàçûâàòü

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] â ïðîñòðàíñòâî E∗ ñòîõàñòè÷åñêèì
ïðîöåññîì (â ñìûñëå áåëîøóìíîãî àíàëèçà), à íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îò-

ðåçêà [0, 1] â Lb(E , E∗) êâàíòîâûì ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì.

Ñèìâîëîì b(ζ) îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â E ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ζ ∈ E∗R :

b(ζ)φ(ξ) = lim
t→0

(φ(ξ + tζ)− φ(ξ))/t, ξ ∈ E∗R, φ ∈ E .

Îòîáðàæåíèå t 7→ bt = b(δt) � êâàíòîâûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì óíè÷òîæåíèÿ.

Èçâåñòíî, åñëè φ, ϕ ∈ E , òî ηφ,ϕ(s, t) = 〈〈bsbtφ, ϕ〉〉 ∈ E⊗2
C . Åñëè

κ ∈ (E⊗2
C )∗ , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Ξ0,2(κ) èç E â E∗ òàêîé, ÷òî 〈〈Ξ0,2(κ)φ, ϕ〉〉 = 〈κ, ηφ,ϕ〉 . Åñëè κ ∈ E⊗2
C , òî

Ξ0,2(κ) , ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà èç E∗ â E∗ . Ýòî ïðîäîë-
æåíèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Ξ̃0,2(κ) .

Åñëè îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà EC , òî

îòîáðàæåíèÿ t 7→ b
(l)
t è t 7→ b((τ ∗0 )lδt) ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè

ïðîöåññàìè.

Ïóñòü θ(ε) ∈ (E⊗2
C )∗ òàêîé, ÷òî äëÿ f, g ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ 〈θ(ε), f ⊗ g〉 =∫

‖s−t‖T<ε f(s)g(t)dsdt , ãäå ‖t‖T = mink∈Z |t − k| . Ïóñòü θl(ε) = (d∗ ⊗ d∗)lθ(ε)
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ïðè l ∈ Z+ . Ïðè l ∈ Z+ äëÿ âñåõ φ, ϕ ∈ E âûïîëíÿåòñÿ

〈〈Ξ0,2(θ
l(ε))φ, ϕ〉〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈b(l)
s b

(l)
t φ, ϕ〉〉dsdt.

Ïóñòü θl(ε) = (τ ∗0 ⊗ τ ∗0 )−lθ(ε) ïðè l ∈ Z− . Ïðè l ∈ Z− äëÿ âñåõ φ, ϕ ∈ E

〈〈Ξ0,2(θ
l(ε))φ, ϕ〉〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈b((τ ∗0 )−lδt)b((τ
∗
0 )−lδs)φ, ϕ〉〉dsdt.

Äëÿ âñåõ l ∈ Z ïóñòü θln(ε) =
∑n

i=1

∑n
j=1〈θl(ε), ei ⊗ ej〉ei ⊗ ej . Òîãäà

limn→∞ Ξ0,2(θ
l
n(ε)) = Ξ0,2(θ

l(ε)) â Lb(E , E) , ïðè÷åì êàæäûé Ξ0,2(θ
l
n(ε)) ïðî-

äîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà Ξ̃0,2(θ
l
n(ε)) â E∗ .

Ðàññìîòðèì íà ïðîñòðàíñòâå E∗ òîïîëîãèþ σ1 , ïîðîæäåííóþ ñåìåéñòâîì

íîðì ‖ · ‖ξ = |S(·)(ξ)| . Ïóñòü ˜(E∗, σ1) � ïîïîëíåíèå (E∗, σ1) . Ïóñòü G �

ñåêâåíöèàëüíîå çàìûêàíèå E∗ â ˜(E∗, σ1) .

Òåîðåìà. Äëÿ l ∈ Z ïóñòü Φ ∈ E∗ òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ξ ∈ EC îãðà-

íè÷åíèå SΦ′′(ξ) íà Ed ⊗ Ed ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

〈SΦ′′(ξ), ζ1 ⊗ η1〉 =

∫
[0,1]×[0,1]

(τ ′0)
lζ1(t)(τ

′
0)
lη1(s)dµξ(s, t),

ãäå ζ1, η1 ∈ Ed è µξ � áîðåëåâñêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìåðà íà [0, 1]× [0, 1].

Ïóñòü Φ ∈ Dom∆d,l
L , òîãäà ∆d,l

L Φ = limε→0 limn→∞ Ξ̃0,2(θ
l
n(ε))Φ, ãäå ñõîäè-

ìîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü â G .

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ñâÿçè ëàïëàñèàíà Ëåâè ñ êàëèáðîâî÷íûìè ïî-

ëÿìè. Ïóñòü (M, g) � ýòî C3 -ãëàäêîå ñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàç-

ìåðíîñòè d ñ C3 -ãëàäêîé ìåòðèêîé g . Çàôèêñèðóåì òî÷êó x íà M . Ïóñòü

PC1
x([0, 1],M) � ìíîæåñòâî êóñî÷íî C1 -ãëàäêèõ ôóíêöèé èç îòðåçêà [0, 1] â

M , çíà÷åíèå êîòîðûõ â òî÷êå 0 ñîâïàäàåò ñ x (ìíîæåñòâî êðèâûõ ñ íà÷àëîì

â òî÷êå x). Äëÿ ôèêñèðîâàííîé êðèâîé γ ∈ PC1
x([0, 1],M) è êàñàòåëüíîãî

âåêòîðà T â òî÷êå x è ëþáîãî t ∈ [0, 1] , ïóñòü Tt îáîçíà÷àåò ïàðàëëåëü-

íûé ïåðåíîñ ñ ïîìîùüþ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû âåêòîðà T âäîëü êðèâîé
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γ[0,t] (ñèìâîëîì γ[s,t] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îãðàíè÷åíèå êðèâîé γ íà îòðåçîê

[s, t] ⊂ [0, 1]).

Ïóñòü ñèìâîë ϕ(τ, y, Y ) îáîçíà÷àåò ãåîäåçè÷åñêóþ, ïàðàìåòðèçîâàííóþ τ ,

÷üÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò c y ∈ M , à íàïðàâëåíèå â íà÷àëüíîé òî÷êå

ñîâïàäàåò ñ Y ∈ TyM . Äëÿ τ < 0 ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ϕ(τ, y, Y ) = ϕ(−τ, y,−Y ) .

Åñëè Y � íîðìèðîâàííûé âåêòîð, òî τ � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.

Ñèìâîëîì PC1
x,W ([0, 1],M) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî êóñî÷íî C1 -

ãëàäêèõ êðèâûõ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x è êîíöîì, ïðèíàäëåæàùèì îòêðûòîìó

ìíîæåñòâó W ⊂ M . Äëÿ ôèêñèðîâàííîé êðèâîé γ ∈ PC1
x,W ([0, 1],M) , äëÿ

êàñàòåëüíîãî âåêòîðà T â òî÷êå x , äëÿ êóñî÷íî C1 -ãëàäêîé äåéñòâèòåëü-

íîé ôóíêöèè f íà [0, 1] òàêîé, ÷òî f(0) = 0 , è äëÿ êàæäîãî α ∈ (−δ, δ)
äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 êðèâàÿ γT,fα ∈ PC1

x,W ([0, 1],M) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: γT,fα (t) = ϕ(αf(t), γt, Tt) . Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ PC1
x,W ([0, 1],M) è ïîäõîäÿùåé îáëàñòüþ çíà÷åíèé

ñèìâîë F γ
T,f(α) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà α ∈ (−δ, δ) ,

îïðåäåëåííóþ òàê: F γ
T,f(α) = F (γT,fα ) .

Çàôèêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {Z1, Z2, . . . , Zd} äëÿ êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà ê M â òî÷êå x . Çàôèêñèðóåì â L2(0, 1) îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ {en} . Ïóñòü äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ en ∈ PC1([0, 1],R) è

en(0) = 0 . Áóäåì îáîçíà÷àòü F γ
Zi,en

ñèìâîëîì F γ
i,n .

Ñèìâîëîì MN áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ N ×N ìàò-

ðèö. Ïóñòü F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ MN -çíà÷íûõ ôóíê-

öèé íà PC1
x,W ([0, 1],M) .

Îïðeäåëåíèå. Ëàïëàñèàí Ëåâè � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

∆L : dom∆L → F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN),

îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

∆LF (γ) = lim
n→∞

1

dn

n∑
k=1

d∑
i=1

(F γ
i,k)
′′(0), (1)

ãäå dom∆L � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé èç F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN),

äëÿ êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (1) ñóùåñòâóåò.
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Îïðeäåëåíèå (Ï. Ëåâè). Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en} â L2(0, 1) íàçûâà-

åòñÿ ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûì, åñëè limn→∞
∫ 1

0 h(t)( 1
n

∑n
k=1 e

2
k(t)−1)dt = 0

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ L∞[0, 1].

Ïðèìåðîì ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíîãî áàçèñà L2(0, 1) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü en(t) =
√

2 sinnπt .

Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N , G �

ãðóïïà Ëè, ðåàëèçîâàííàÿ êàê çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà GL(V ) . Ïóñòü {Wa}a∈Λ

� îòêðûòîå ïîêðûòèå M è ψab : Wa ∩Wb → G � C3 -ãëàäêèå ôóíêöèè ïåðå-

õîäà òàêèå, ÷òî

ψac(y) = ψab(y)ψbc(y),

ãäå y ∈ Wa∩Wb∩Wc . Ôóíêöèè ïåðåõîäà çàäàþò ãëàâíîå ðàññëîåíèå P (M,G)

è âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E(M,V, P,G) ñ áàçîé M , ñëîåì V è ñòðóêòóðíîé

ãðóïïîé Ëè G , àññîöèèðîâàííîå ñ ãëàâíûì ðàññëîåíèåì P (M,G) .

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñâÿçíîñòü íà E(M,V, P,G) êàê ñåìåéñòâî Lie(G)-

çíà÷íûõ 1-ôîðì {Aa(y)}a∈Λ íà M òàêèõ, ÷òî Aa(y) = Aa
µ(y)dyµ îïðåäåëåíû

íà Wa , ïðè÷åì äëÿ y ∈ Wa ∩Wb âûïîëíÿåòñÿ

Aa
µ(y) = ψab(y)Ab

µ(y)ψ−1
ab (y)− ∂ψab(y)

∂yµ
ψ−1
ab (y).

Òîãäà òåíçîð êðèâèçíû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî Lie(G)-çíà÷íûõ 2-ôîðì

{F a(y)}a∈Λ òàêèõ, ÷òî F a(y) =
∑

µ<ν F
a
µν(y)dyµ ∧ dyν îïðåäåëåíà íà Wa è

F a
µν(y) = ∂µA

a
ν(y)− ∂νAa

µ(y) + [Aa
µ(y), Aa

ν(y)] .

Äëÿ êðèâîé γ ∈ PC1([0, 1],M) ïóñòü γ([p, r]) ⊂ Wa . Òîãäà ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü G-çíà÷íóþ ôóíêöèþ Ua,a
t,s (γ) íà {(t, s) ∈ R2 : r ≥ t ≥ s ≥ p} êàê

cóììó ðÿäà

Ua,a
t,s (γ) = IN +

∞∑
k=1

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
(
−Aa

µ(γτk)γ
′µ
τk

)
. . .
(
−Aa

µ(γτ1))γ
′µ
τ1

)
,

ãäå ∆k
s,t := {(τ1, . . . , τk) ∈ Rk : s ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk ≤ t} . Äëÿ êðèâîé γ ∈

PC1([0, 1],M) ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå s = t1 < t2 < . . . < tm = t îòðåçêà

[s, t] òàêîå, ÷òî γ([ti, ti+1]) ⊂ Wai äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m− 1} . Ìû îïðåäåëèì
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ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U
am−1,a1
t,s (γ) âäîëü γ[s,t] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U
am−1,a1
t,s (γ) = U

am−1,am−1
tm,tm−1 (γ)ψam−1am−2(γtm−1) . . . U

a2,a2
t3,t2 (γ)ψa2a1(γt2)U

a1,a1
t2,t1 (γ).

Çíà÷åíèå U
am−1,a1
t,s (γ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ. Ïóñòü ax ∈ Λ òàêîé,

÷òî x ∈ Wax . Òîãäà γ 7→ Ua,ax
1,0 (γ) � êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ôóíêöèîíàë íà

PC1
x,Wa

([0, 1],M) .

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå òåíçîðà êðèâèçíû

∇F îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇λFµν = ∂λFµν + [Aλ, Fµν]− FµκΓκλν − FκνΓκλµ,

ãäå Γκλµ � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû íà (M, g) .

Òåîðåìà. Ïóñòü âñå Aµ � C2 -ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïóñòü {en} � ñëàáî ðàâ-

íîìåðíî ïëîòíûé áàçèñ â L2(0, 1) òàêîé, ÷òî âñå ýëåìåíòû {en} ïðèíàäëå-

æàò ïðîñòðàíñòâó PC1([0, 1],R), ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ

en(0) = en(1) = 0. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ñâÿçíîñòü A íà M ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà:

∇µF
µ
ν = 0;

2. äëÿ êàæäîãî a ∈ Λ ôóíêöèÿ PC1
x,Wa

([0, 1],M) 3 γ 7→ Ua,ax
1,0 (γ) (ïàðàë-

ëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ èç PC1
x,Wa

([0, 1],M)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà-Ëåâè:

∆LU
a,ax
1,0 = 0.

Ïóñòü W 1
2 ([0, 1],Rd) � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå â Rd è îáëàäàþùèõ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé

ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü H = {γ ∈ W 1
2 ([0, 1],Rd) : γ(0) = 0} � ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì: (g1, g2)H =
∫ 1

0 (g′1(r), g
′
2(r))Rddr .

Ïóñòü {pi}di=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rd . Âûáåðåì â H ñëåäóþ-

ùèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ: en(r) = pn−dbn−1d cfb
n−1
d c

(r) , ãäå f0(r) = r ,
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fj(r) =
√

2
πj sin(πjr) äëÿ j ∈ N . Íèæå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñâÿçíîñòü çàäàíà íà

Rd êàê gl(N)-çíà÷íàÿ C2 -ãëàäêàÿ 1-ôîðìà Aµ(x)dxµ , îïðåäåëåííàÿ íà âñåì

Rd . Îïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà Ut,s(γ) âäîëü γ[s,t] åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé γ ∈ H .

Ïóñòü îïåðàòîð N1 : span{en : n ∈ N} → H îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: N1en = πbn−1
d cen .

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ H 3 γ 7→ U1,0(γ) (ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ èç

H ) ëåæèò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ∆L
N1 . Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ:

d∆L
N1
U1,0(γ) =

π2

d
∆L
N1U1,0(γ) =

1∫
0

U1,r(γ)(−∇µF
µ
ν (γr)γ

′ν
r )Ur,0(γ)dr.

Â ïàðàãðàôå 3.4 äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëå-

âè, ñîîòâåòñòâóþùèé ëàïëàñèàíó d∆L
N1
, è âûâîäèòñÿ ñèñòåìà áåñêîíå÷íîìåð-

íûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùàÿ òàêîé äàëàìáåðòèàí, ýêâèâàëåíòíàÿ óðàâíåíèÿì

êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè. Â ïàðàãðàôå 3.5 âûâîäèòñÿ ñèñòåìà áåñêîíå÷íî-

ìåðíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùàÿ òàêîé äàëàìáåðòèàí, ýêâèâàëåíòíàÿ óðàâíå-

íèÿì ßíãà-Ìèëëñà-Õèããñà.

Â çàêëþ÷åíèè âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêî-

âîäèòåëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Îëåãó Ãåîð-

ãèåâè÷ó Ñìîëÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è

ïîääåðæêó.
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Ãëàâà 1

Èåðàðõèÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè

1.1 Îáîáùåííûå ñðåäíèå ×åçàðî

Îáîáùåííûì ñðåäíèì ×åçàðî ïîðÿäêà l ≥ 0 ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

g ∈ C∞ áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî Cl(g) = limn→∞
1
nl

(
∑n

k=1 g(k)) , åñëè ýòîò ïðå-

äåë ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì î ÷åçàðîâñêèõ ñðåäíèõ. Äëÿ ýòîãî

â íà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùèé ôàêò:

Ëåììà 1. Ïóñòü (dk) ∈ C∞ è äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïóñòü {ckn}n−1
k=1 ∈ Rn−1 .

Ïóñòü âñå ckn ≥ 0. Ïóñòü
∑n−1

k=1 ckn = Cn ,
∑n−1

k=1 ckndk = Bn . Ïóñòü

limk→∞ dk = D , limn→∞Cn = C , è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k âûïîë-

íÿåòñÿ limn→∞ ckn = 0. Òîãäà limn→∞Bn = CD .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü supk∈N |dk| = d′ è supn∈NCn = C ′ . Äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêèå kε, nε ∈ N , ÷òî ïðè k > kε âûïîëíÿåòñÿ |D−dk| < ε/(4C ′) ,

ïðè k ≤ kε è n > nε âûïîëíÿåòñÿ |ckn| < ε/(4kεd
′) , ïðè n > nε âûïîëíÿåòñÿ

|Cn − C| < ε/(4D) . Òîãäà ïðè n > kε âûïîëíÿåòñÿ:

CD −Bn = CD −
n−1∑
k=1

dkckn = CD −
n−1∑

k=kε+1

cknD +
n−1∑

k=kε+1

(D − dk)ckn−

−
kε∑
k=1

dkckn = D(C −
n−1∑
k=1

ckn) +
n−1∑

k=kε+1

(D − dk)ckn +

kε∑
k=1

(D − dk)ckn.
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Ïðè n > max{kε, nε} âåðíà îöåíêà:

|CD −Bn| ≤ |D||C −
n−1∑
k=1

ckn|+ sup
k>kε

|(D − dk)|(
n−1∑

k=kε+1

ckn)+

+

kε∑
k=1

(|D|+ d′)ckn ≤
ε

4
+
ε

4
+
ε

2
= ε.

Ëåììà 2. Ïóñòü q > 0, òîãäà

lim
n→∞

∑n
k=1 k

p

nq
=


1
q , åñëè p = q − 1

0, åñëè p < q − 1

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p ≥ 0 , òî

np+1

(p+ 1)
=

n∫
0

xpdx ≤
n∑
k=1

kp ≤
n+1∫
1

xpdx =
(n+ 1)p+1 − 1

p+ 1
.

Åñëè p < 0 è p 6= −1 , òî

1 +
np+1 − 1

(p+ 1)
= 1 +

n∫
1

xpdx ≥
n∑
k=1

kp ≥
n∫

1

xpdx =
np+1 − 1

(p+ 1)
.

Åñëè p = −1 , òî

1 + lnn = 1 +

n∫
1

1

x
dx ≥

n∑
k=1

kp ≥
n∫

1

1

x
dx = lnn.

Èñïîëüçóÿ ýòè îöåíêè, ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 3. Ïóñòü (an) ∈ C∞ . Ïóñòü l, α ∈ R è l+α > 0. Ïóñòü ñóùåñòâóåò

limn→∞ n
−l∑n

k=1 ak . Òîãäà

Cl+α((nαan)) =
l

l + α
lim
n→∞

n−l
n∑
k=1

ak.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îáîçíà÷àòü An =
∑n

k=1 ak . Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâà-

íèå Aáåëÿ, ïîëó÷àåì

1

nl+α
(
n∑
k=1

kαak) =
1

nl+α
(nαAn −

n−1∑
k=1

Ak((k + 1)α − kα)) =

=
An

nl
−

n−1∑
k=1

An

kl
kl+α((1 + 1

k)α − 1)

nl+α
.

Ïîêàæåì, ÷òî ìû ìîæåì âûáðàòü ckn =
kl+α((1+ 1

k )α−1)

nl+α
è dk = Ak

kl
è ïðèìåíèòü

ëåììó 1. Ïóñòü
(
α
n

)
=
∏n

k=1
(α−k+1)

k . Ðàçëîæèì (1 + x)α â ðÿä Òåéëîðà c

îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì Ëàãðàíæà:(
1 +

1

k

)α
= 1 +

m∑
j=1

(
α

j

)
1

kj
+

(
α

m+ 1

)(
θkm
k

)m+1

, (1.1)

ãäå 0 ≤ θkm ≤ 1 . Ïóñòü mα ∈ N òàêîé, ÷òî
(
α
mα

)
≤ 0 , òîãäà

(
α

mα+1

)
≥ 0 . Â

ñèëó (1.1) âåðíà îöåíêà:

α
1

k
+

mα∑
j=2

(
α

j

)
1

kj
≤ (1 +

1

k
)α − 1 ≤ α

1

k
+

mα−1∑
j=2

(
α

j

)
1

kj
.

Â ñèëó ëåììû 2 âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

n−1∑
k=1

kl+α((1 + 1
k)α − 1)

nl+α
= lim

n→∞
(
n−1∑
k=1

αkl+α−1 +
∑mα

j=2

(
α
j

)
kl+α−j

nl+α
) =

= lim
n→∞

n−1∑
k=1

αkl+α−1 +
∑mα+1

j=2

(
α
j

)
kl+α−j

nl+α
=

α

l + α
. (1.2)

Òîãäà, äåéñòâèòåëüíî,

Cl+α((nαan)) = Cl((an))−
α

l + α
Cl((an)).

Ëåììà 4. Ïóñòü (an) ∈ C∞ è ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞ n
l(
∑∞

k=n+1 ak)

ïðè l ∈ N, òîãäà

C1((n
l+1an)) = l lim

n→∞
nl(

∞∑
k=n+1

ak).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
∑∞

n=1 an = a . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{a′n} ∈ C∞ òàêóþ, ÷òî a′1 = a1 − a è a′n = an ïðè n > 1 . Òîãäà

limn→∞ n
l(
∑n

k=1 a
′
k) = − limn→∞ n

l(
∑∞

k=n+1 ak) . Òîãäà ïî ëåììå 3

C1((n
l+1an)) = C1((n

l+1a′n)) = −l lim
n→∞

nl(
n∑
k=1

a′k) = l lim
n→∞

nl(
∞∑

k=n+1

ak).

Çàìå÷àíèå 1. Ñâÿçü ìåæäó îáîáùåííûìè ñðåäíèìè ×åçàðî ðàçëè÷íûõ ïî-

ðÿäêîâ áûëà îáíàðóæåíà â ðàáîòå [9] Ë. Àêêàðäè è Î. Ã. Ñìîëÿíîâà.

1.2 Ëàïëàñèàíû Ëåâè

Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü E íåïðå-

ðûâíî âëîæåíî â âåùåñòâåííîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H

òàê, ÷òî îáðàç E ïðè âëîæåíèè ïëîòåí â H . Ïóñòü {en} � îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ â H , ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà E . Íàïîìíèì îïðåäå-

ëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî Ãàòî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X è Y � ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà íàä

ïîëåì K ∈ {R,C}. Ïóñòü Vx � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x ∈ X .

Ôóíêöèÿ f : Vx → Y äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî (ñëàáî äèôôåðåíöèðóå-

ìà) â òî÷êå x, åñëè äëÿ êàæäîãî h ∈ X ñóùåñòâóåò ïðåäåë dhf(x) =

limt→0,t∈K
f(x+th)−f(x)

t ∈ Y è îòîáðàæåíèå f ′(x) : h → dhf(x) � ëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü L0 = Y è äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïóñòü

Ln = L(X,Ln−1) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç

X â Ln−1 , íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâàõ. Ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî ïîðÿäêà n ∈ N îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóê-

öèè: ôóíêöèÿ f : Vx → Y n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå x, åñëè

fn−1 : Vx → Ln−1 äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â òî÷êå x (ñì. [17]).
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Ïóñòü C2(E,R) � ïðîñòðàíñòâî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî Ãàòî äåé-

ñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé íà E . Ïóñòü ïðè l ≥ 0 ïðîñòðàíñòâî dom∆l
L � ýòî

ïîäïðîñòðàíñòâî C2(E,R) , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ïðè êàæ-

äîì x ∈ E ñóùåñòâóåò Cl((〈f ′′(x)en, en〉)) .

Îïðåäåëåíèå 2. Ýêçîòè÷åñêèé (èëè îáîáùåííûé) ëàïëàñèàí Ëåâè ïîðÿäêà

l ≥ 0 � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç dom∆l
L â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà

E , îïðåäåëåííîå òàê

∆l
Lf(x) = Cl((〈f ′′(x)en, en〉)).

Ïðè l = 1 îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì êëàññè÷åñêîãî ëàïëàñè-

àíà Ëåâè, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∆L .

Ïóñòü R � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç span{en : n ∈ N} â E .

Ïóñòü dom∆L
R � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî C2(E,R) , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f ,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñðåäíåå C1((〈f ′′(x)Ren, Ren〉)) ïðè êàæäîì x ∈ E .

Îïðåäåëåíèå 3. Íåêëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè, ïîðîæäåííûé îïåðàòî-

ðîì R , � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç Dom∆L
R â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé

íà E , îïðåäåëåííîå òàê:

∆L
Rf(x) = C1((〈f ′′(x)Ren, Ren〉)).

Òîãäà ∆L = ∆L
I , ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî

l ∈ R îïåðàòîð N l íà span{en : n ∈ N} îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N len = nlen . Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 3 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè l ∈ R è l > −1, òî ∆L

N−
l
2

= (l + 1)∆l+1
L .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ âñåõ x ∈ E

C1((〈f ′′(x)N−
l
2en, N

− l
2en〉)) =

= C1((n
−l〈f ′′(x)en, en〉)) = (l + 1)Cl((〈f ′′(x)en, en〉)).
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Àíàëîãè÷íî ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 4 ÿâëÿåòñÿ

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè f ∈ dom∆0
L è äëÿ êàæäîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò

ïðåäåë

lim
n→∞

nl(
∞∑

k=n+1

〈f ′′(x)ek, ek〉),

ãäå l ∈ N, òîãäà

∆L

N
(l+1)

2

f(x) = l lim
n→∞

nl(
∞∑

k=n+1

〈f ′′(x)ek, ek〉).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü E = H è l ∈ N. Ïóñòü íà H çàäàí ÿäåðíûé ñàìîñî-

ïðÿæåííûé îïåðàòîð: A1x =
∑∞

n=1(
1
nl
− 1

(n+1)l
)(x, en)en , x ∈ H . Òîãäà äëÿ

ôóíêöèè f(x) = (A1x, x) âûïîëíÿåòñÿ ∆L

N
(l+1)

2

f(x) = 2l .

1.3 Ëàïëàñèàíû Ëåâè â áåëîøóìíîì àíàëèçå

Ïóñòü HC = L2([0, 1],C) . Îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ýòîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñèìâîëîì (·, ·)0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ ãèëüáåðòîâó íîðìó ñèìâîëîì

|·|0 . Çàôèêñèðóåì â HC îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en} , ñîñòîÿùèé èç òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé: e1 = 1 , e2k(t) =

√
2 sin 2kπt è e2k+1(t) =

√
2 cos 2kπt

ïðè k ∈ N . Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â HC , îïðåäåëåííûé ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

Aξ =
∞∑
k=1

λk(ξ, ek)0ek, ξ ∈ domA,

ãäå 1 < λ1 ≤ λ2 . . . è
∑∞

k=1 λ
−2
k <∞ , à

domA = {ξ ∈ HC :
∞∑
k=1

λ2
k(ξ, ek)0(ek, ξ)0 <∞}.

Ïðè p ≥ 0 îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Ep = domAp = {ξ ∈ HC :
∞∑
k=1

λ2p
k (ξ, ek)0(ek, ξ)0 <∞}
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îïåðàòîðà Ap ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-

äåíèåì (·, ·)p =
∑∞

k=1 λ
2p
k (·, ek)0(ek, ·)0 è ñîîòâåòñòâóþùåé ãèëüáåðòîâîé íîð-

ìîé | · |p . Ïðè p ≥ 0 ïóñòü E−p � ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà HC ïî ãèëü-

áåðòîâîé íîðìå | · |−p = |A−p · |0 , ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(·, ·)−p = (A−p·, A−p·)0 . Òàê ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâ:

proj lim
p→+∞

Ep ⊂ . . . Ep ⊂ . . . ⊂ HC ⊂ . . . ⊂ E−p . . . ⊂ ind lim
p→+∞

E−p.

Îáîçíà÷èì ïðîåêòèâíûé ïðåäåë proj limp→+∞Ep ñèìâîëîì EC . Òîãäà EC �

ÿäåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Ò.ê. EC � ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî, òî èí-

äóêòèâíûé ïðåäåë ind limp→+∞E−p = E∗C (ñì. íàïðèìåð [37, 31] è ïðèâå-

äåííûå òàì ññûëêè). (Çäåñü è äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíî

âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà K ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî K∗ íàäåëåíî ñèëü-

íîé òîïîëîãèåé, ò.å. òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îãðàíè÷åííûõ

ìíîæåñòâàõ, åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ èíîå. Åñëè K � ÿäåðíîå ïðîñòðàíñòâî

Ôðåøå, òî K � ðåôëåêñèâíîå.)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Â [37] ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî EC îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. äëÿ ëþáîãî ξ ∈ E ñóùåñòâóåò ξ̃ ∈ C[0, 1] òàêàÿ, ÷òî ξ = ξ̃ ïî÷òè

âñþäó;

2. δt � êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ôóíêöèîíàë èç E∗C äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1];

3. îòîáðàæåíèå t 7→ δt íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. supn∈N,t∈[0,1] |en(t)| <
√

2 , äëÿ ëþáîãî ξ ∈ EC âûïîë-
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íÿåòñÿ

∞∑
k=N

|en(t)〈ξ, en〉| ≤
√

2
∞∑
k=N

|〈ξ, en〉| ≤
√

2(
∞∑
j=1

λ2
j〈ej, ξ〉2)

1
2 (
∞∑
j=N

λ−2
j )

1
2 =

=
√

2|ξ|1(
∞∑
j=N

λ−2
j )

1
2 .

Òîãäà limN→∞
∑∞

k=N |en(t)〈ξ, en〉|⇒ 0 íà [0, 1] è, ñëåäîâàòåëüíî,
∑∞

n=1 en(t)〈ξ, en〉

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1] ê íåïðåðûâíîé ξ̃ . Òîãäà ξ̃ = ξ ïî÷òè âñþ-

äó. Âåçäå íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ξ ∈ EC , òî ξ - íåïðåðûâíàÿ. Ò.ê.

|ξ(t)| ≤
√

2|ξ|1(
∑∞

j=0 λ
−2
j )

1
2 , δt ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì ôóíêöèî-

íàëîì èç ïðîñòðàíñòâà E∗C ïðè ëþáîì t ∈ [0, 1] . Ïóñòü B - îãðàíè÷åííîå

ìíîæåñòâî èç EC , òîãäà

sup
ξ∈B
|〈δt − δs, ξ〉| = sup

ξ∈B
|ξ(t)− ξ(s)| ≤

≤
N∑
n=1

|en(t)− en(s)|
√

2 sup
ξ∈B
|ξ|1(

∞∑
j=1

λ−2
j )

1
2 + 2

√
2 sup
ξ∈B
|ξ|1(

∞∑
j=N+1

λ−2
j )

1
2 .

Òîãäà îòîáðàæåíèå t 7→ δt ∈ E∗C t ∈ [0, 1] íåïðåðûâíî.

Òàêæå äëÿ êàæäîãî n ∈ N ìû ïîëó÷àåì îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâî ïðî-

ñòðàíñòâî:

E⊗nC ⊂ L2([0, 1]n,C) ⊂ (E⊗nC )∗,

ãäe E⊗nC = proj limp→+∞E
⊗n
p è (E⊗nC )∗ = (E∗C)⊗n = ind limp→+∞E

⊗n
−p (ñì. [37]).

(Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî åñëè X è Y � ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà, òî X⊗Y
� ýòî ïîïîëíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ X⊗algY ïî ñèëü-

íåéøåé ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé òàêîé, ÷òî êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå

X×Y → X⊗alg Y íåïðåðûâíî). Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì | · |p ãèëüáåðòî-
âó íîðìó íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E⊗np . Åñëè fn ∈ E⊗nC è Fn ∈ (E⊗nC )∗

òàêîå, ÷òî |F |−p <∞ , òî âûïîëíÿåòñÿ

|〈Fn, fn〉| ≤ |Fn|−p|fn|p. (1.3)
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Áîçîííîå ôîêîâñêîå ïðîñòðàíñòâî íàä ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì Ep

îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Γ(Ep) = {φ = (fn)
∞
n=0; fn ∈ E⊗̂np , ‖φ‖2

p =
∞∑
n=0

n!|fn|2p <∞}.

Ìû ïîëó÷àåì öåïî÷êó ïðîñòðàíñòâ Ôîêà:

proj lim
p→+∞

Γ(Ep) ⊂ . . . ⊂ Γ(Ep) ⊂ . . . ⊂ Γ(H) ⊂

. . . ⊂ Γ(E−p) ⊂ . . . ⊂ ind lim
p→+∞

Γ(E−p).

Îáîçíà÷èì ïðîåêòèâíûé ïðåäåë proj limp→+∞ Γ(Ep) ñèìâîëîì E , òîãäà èí-

äóêòèâíûé ïðåäåë ind limp→+∞ Γ(E−p) = E∗ . Äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðî-

ñòðàíñòâàìè E è E∗ îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 〈〈·, ·〉〉 . Òîãäà

E = {φ = (fn)
∞
n=0; fn ∈ E⊗̂n, ‖φ‖2

p =
∞∑
n=0

n!|fn|2p <∞ äëÿ âñåõ p ∈ R},

E∗ =

= {Φ = (Fn)
∞
n=0; Fn ∈ (E∗)⊗̂n, ‖Φ‖2

p =
∞∑
n=0

n!|Fn|2p <∞ äëÿ íåêîòîðîãî p ∈ R}

è, åñëè φ = (fn) ∈ E è Φ = (Fn) ∈ E∗ , òî 〈〈Φ, φ〉〉 =
∑∞

n=1 n!〈Fn, fn〉 . Åñëè
‖Φ‖−p <∞ , òî âûïîëíÿåòñÿ |〈〈Φ, φ〉〉| ≤ ‖Φ‖−p‖φ‖p (ñì. [37]).

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A íà HR = L2([0, 1],R) ïîëó-

÷àåòñÿ îñíàùåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî:

ER ⊂ HR = L2([0, 1],R) ⊂ E∗R.

Ïî òåîðåìå Ìèíëîñà (ñì. íàïðèìåð [15]) ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µI

íà σ -àëãåáðå ER -öèëèíäðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ E
∗
R òàêàÿ, ÷òî µ̃I(ξ) = e−

(ξ,ξ)0
2

(ìåðà µI ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêîé). Ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé èçîìîðôèçì Âèíåðà-

Èòî-Ñèãàëà ìåæäó Γ(HC) è L2(E
∗
R, µI ,C) (ñì. íàïðèìåð [37, 31]), îäíîçíà÷íî

çàäàþùèéñÿ çíà÷åíèåì èçîìîðôèçìà íà êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿõ:

ψξ = (1, ξ,
ξ⊗2

2
, . . . ,

ξ⊗n

n!
, . . .)←→ ψξ = e〈x,ξ〉−〈ξ,ξ〉/2, ξ ∈ EC.
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Òîãäà E ⊂ L2(E
∗
R, µI ,C) ⊂ E∗ íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Õèäû-Êóáî-

Òàêåíàêè, èçîìîðôíûì ïðîñòðàíñòâó Ôîêà íàä EC ⊂ HC ⊂ E∗C . E �

ïðîñòðàíñòâî áåëîøóìíûõ ïðîáíûõ ôóíêöèîíàëîâ è E∗ � ïðîñòðàíñòâî áå-

ëîøóìíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèîíàëîâ.

S -ïðåîáðàçîâàíèå îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà Φ ∈ E∗ � ýòî ôóíêöèÿ

SΦ: EC → C , îïðåäåëåííàÿ òàê: SΦ(ξ) = 〈〈Φ, ψξ〉〉 , ξ ∈ EC . Ò.ê. ìíîæåñòâî

êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ïëîòíî â E , êàæäûé Φ ∈ E∗ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèì S -ïðåîáðàçîâàíèåì.

Â [43] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F íà EC ÿâëÿåòñÿ

S -ïðåîáðàçîâàíèåì îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà Φ ∈ E∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

1. äëÿ ëþáûõ ζ è η èç EC ôóíêöèÿ Fζ,η(z) = F (zη+ ζ) ãîëîìîðôíà íà C ;

2. ñóùåñòâóþò òàêèå C,K > 0 è p ∈ R , ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà:

|F (ξ)| ≤ CeK‖ξ‖
2
p.

Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïðîñòðàíñòâå EC è óäîâëå-

òâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1 è 2, íàçûâàþòñÿ U -ôóíêöèîíàëàìè.

Ïóñòü X è Y � ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà, ñèìâîëîì Lb(X, Y )

îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ èç X â Y , íà-

äåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî Ôðåøå:

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü X è Y � ëîêàëüíî âûïóêëûå ïðîñòðàíñòâà íàä

ïîëåì K ∈ {R,C}. Ïóñòü Vx � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x ∈ X .

Ôóíêöèÿ f : Vx → Y äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå â òî÷êå x, åñëè îíà äèô-

ôåðåíöèðóåìà ïî Ãàòî â ýòîé òî÷êå è dhf(x) = limt→0,t∈K
f(x+th)−f(x)

t ∈ Y

ðàâíîìåðíî íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ èç X . Ïóñòü Lb0 = Y è äëÿ êàæ-

äîãî n ∈ N ïóñòü Lbn = Lb(X,Lbn−1). Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ïîðÿäêà n ∈ N

îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè: ôóíêöèÿ f : Vx → Y n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà

25



ïî Ôðåøå â òî÷êå x, åñëè fn−1 : Vx → Lbn−1 äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå â

òî÷êå x (ñì. [17]).

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ êàæäîãî Φ ∈ E∗ åãî S -ïðåîáðàçîâàíèå áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ = (Fn)
∞
n=0 ∈ E è ‖Φ‖−p < ∞ . Òîãäà SΦ(ξ) =∑∞

n=0〈Fn, ξ⊗n〉 è äëÿ h1, . . . , hk ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ

dh1 . . . dhkSΦ(ξ) =
∞∑
n=k

〈 n!

(n− k)!
Fn, ξ

⊗(n−k)⊗̂(h1⊗̂ . . . ⊗̂hk)〉.

Ïóñòü qk = supn∈N,n≥k
(lnn!−ln (n−k)!

2n lnλ1
. Òîãäà ïðè n ≥ k âûïîëíÿåòñÿ

|Fn|−p ≥ λqkn1 |Fn|−p−qk =

(
n!

(n− k)!

) 1
2

|Fn|−p−qk.

Ó÷èòûâàÿ (1.3), ìû ïîëó÷àåì:

|dh1 . . . dhkSΦ(ξ)| ≤
k∏
i=1

|hi|p+qk(
∞∑
n=k

n!

(n− k)!
|Fn|−p−qk|ξ|n−kp+qk

) ≤

≤
k∏
i=1

|hi|p+qk(
∞∑
n=k

√
n!|Fn|−p

1√
(n− k)!

|ξ|n−kp+qk
) ≤

≤
k∏
i=1

|hi|p+qk(
∞∑
n=0

n!|Fn|2−p)
1
2 (
∑
n=0

1

n!
|ξ|2np+qk)

1
2 ≤

k∏
i=1

|hi|p+qk‖Φ‖−pe
1
2‖ξ‖p+qk (1.4)

Àíàëîãè÷íî ó÷èòûâàÿ, ÷òî |ξ⊗k1 − ξ⊗k2 |p ≤ k|ξ1 − ξ2|p supξ∈{ξ1,ξ2} |ξ|
k−1
p , ìû ïî-

ëó÷àåì:

|dh1 . . . dhkSΦ(ξ1)− dh1 . . . dhkSΦ(ξ2)| ≤

≤
k∏
i=1

|hi|p+qk+1
|ξ1 − ξ2|p+qk+1

‖Φ‖−p sup
ξ∈{ξ1,ξ2}

e
1
2 |ξ|

2
p+qk+1 . (1.5)

Òîãäà ìû ìîæåì ïî èíäóêöèè ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü

ïî Ôðåøå ôóíêöèè SΦ . Äëÿ k = 1 â ñèëó (1.4) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî SΦ′(ξ) ∈ E∗C , à â ñèëó (1.5) ξ 7→ SΦ′(ξ) íåïðåðûâíî.
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Òîãäà ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé (ñì. [17]) SΦ äèôôåðåíöèðó-

åìà ïî Ôðåøå. Ïóñòü Lb0 = C è Lbk = Lb(EC, L
b
k−1) . Ïóñòü k ≥ 2 . Åñëè SΦ

(k − 1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå, òî â ñèëó (1.4) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ Ãàòî SΦ(k)(ξ) ∈ Lbk , à â ñèëó (1.5) ξ 7→ SΦ(k)(ξ) ∈ Lbk
íåïðåðûâíî. Òîãäà ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèÿ SΦ(k−1)

äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå.

Ïî òåîðåìå î ÿäðå (ñì. íàïðèìåð [37] è èìåþùèåñÿ òàì ññûëêè) ñó-

ùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó Lb(EC, E
∗
C) è

(EC ⊗ EC)∗ . Ïîýòîìó íèæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå 〈F ′′(ξ), ζ ⊗ η〉
äëÿ 〈F ′′(ξ)ζ, η〉 .

Ñ ïîìîùüþ S -ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåêëàññè÷åñêèå è ýêçîòè÷å-

ñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè è ýêçîòè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè íà ïðîñòðàíñòâå

îáîáùåííûõ ôóíêöèîíàëîâ E∗ .

Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë Φ ∈ E∗ ëåæèò â îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ Dom∆L
R íåêëàññè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè ∆L

R , ïîðîæäåííîãî ëè-

íåéíûì îïåðàòîðîì R : span{en : n ∈ N} → EC , òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ âñåõ ξ ∈ EC ñóùåñòâóåò C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗ Ren〉)) è ôóíê-

öèÿ EC 3 ξ 7→ C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗ Ren〉)) ÿâëÿåòñÿ U -ôóíêöèîíàëîì. Åñëè

Φ ∈ Dom∆L
R , òî ∆L

RΦ � ýòî òàêîé îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë èç E∗ , ÷òî

äëÿ âñåõ ξ ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ S∆L
RΦ(ξ) = C1((〈SΦ′′(ξ), Ren ⊗Ren〉)).

Îïðåäåëåíèå 6. Îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë Φ ∈ E∗ ëåæèò â îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ Dom∆l
L (l ≥ 0) ýêçîòè÷åñêîãî ëàïëàñèàíà Ëåâè ∆l

L òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ ξ ∈ EC ñóùåñòâóåò Cl((〈SΦ′′(ξ), en ⊗ en〉)) è ôóíê-

öèÿ EC 3 ξ 7→ Cl((〈SΦ′′(ξ), en ⊗ en〉)) ÿâëÿåòñÿ U -ôóíêöèîíàëîì. Åñëè

Φ ∈ Dom∆l
L , òî ∆l

LΦ � ýòî òàêîé îáîáùåííûé ôóíêöèîíàë èç E∗ , ÷òî

äëÿ âñåõ ξ ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ S∆l
LΦ(ξ) = Cl((〈SΦ′′(ξ), en ⊗ en〉)).
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Çàìå÷àíèå 2. Èçâåñòíî, ÷òî ∆LΦ = 0, åñëè Φ ∈ Γ(HC) (ñì. íàïðè-

ìåð [31]).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d íà span{en : n ∈ N} , ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

den =


0, åñëè n = 0

2πke2k+1, åñëè n = 2k

−2πke2k, åñëè n = 2k + 1,

ãäå k ∈ N .

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè d ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà íà EC

(êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì d), òî äëÿ ëþáîãî ξ ∈ EC

dξ(t) = ξ′(t) ïðè t ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ ∈ EC è dξ ∈ EC , òî
∑∞

n=1 en(t)〈ξ, en〉⇒

ξ è
∑∞

n=1 en(t)〈dξ, en〉⇒ dξ íà [0, 1] , à
∑∞

n=1(en(t)〈dξ, en〉 − e′n(t)〈ξ, en〉) ⇒ 0

íà [0, 1] , ò.ê.

N∑
n=1

(en(t)〈dξ, en〉 − e′n(t)〈ξ, en〉) =

=


−2πk(e2k+1(t)〈ξ, e2k〉+ e2k(t)〈ξ, e2k+1〉), åñëè N = 2k

0, åñëè N = 2k + 1,

ãäå k ∈ N .

Ïðåäëîæåíèå 5. Eñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ñîáñòâåííûå

÷èñëà {λn} îïåðàòîðà A: supk∈N
λ2k+1

λ2k
= γ <∞ è ñóùåñòâóåò òàêîå β > 0,

÷òî k < λβ2k+1 äëÿ ëþáîãî k ∈ N, òî d ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî

îïåðàòîðà íà ïðîñòðàíñòâå EC , êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå

ñèìâîëîì d. (Ýòè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì èç [22].)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ ∈ span{en : n ∈ N} , òî äëÿ ëþáîãî

q ∈ R

|dξ|2q =
∞∑
k=1

λ2q
k |(dξ, ek)0|2 =

∞∑
k=1

λ2q
2k+1(2πk)|(ξ, e2k)0|2+

+
∞∑
k=1

λ2q
2k(2πk)|(ξ, e2k+1)0|2 ≤ 2πγ2q+β

∞∑
k=1

λ2q+β
k |(ξ, ek)0|2 = 2πγ2q+β|ξ|2

q+β
2

.

Òîãäà |dξ|q ≤
√

2πγq2+β|ξ|q+β
2
è d ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà

íà ïðîñòðàíñòâå EC .

Íèæå â ýòîì ïàðàãðàôå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî d � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà EC .

Òîãäà d∗ � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà E∗C , åãî ñóæåíèå íà EC ñîâïàäàåò ñ −d .
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ed çàìûêàíèå span{en : n ∈ N, n > 1} â EC . Ïóñòü τ

′
0

� îïåðàòîð îáðàòíûé îïåðàòîðó d íà ïðîñòðàíñòâå Ed . Ïóñòü τλ ∈ L(EC, EC)

òàêîé, ÷òî τλ(e1) = λe1 (λ ∈ C) è ñóæåíèå τλ íà Ed ñîâïàäàåò ñ τ
′
0 . Ïðè λ 6= 0

τλ � òîïîëîãè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà EC .

Áóäåì îáîçíà÷àòü ∆d,l
L = ∆L

dl è ∆d,−l
L = ∆L

τ lλ
ïðè l ∈ Z+ . Çàìåòèì, ÷òî îïðå-

äåëåíèå îïåðàòîðà ∆L
τ lλ
íå çàâèñèò îò âûáîðà λ ∈ C . Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äëÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè íà îáîáùåííûõ

áåëîøóìíûõ ôóíêöèîíàëàõ:

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè l ∈ N, òî π2l∆d,−l
L = (2l + 1)∆2l+1

L .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèìâîë π1 îáîçíà÷àåò ñëåäóþùóþ ïåðåñòàíîâêó íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë: 1 → 1 , 2k + 1 → 2k , 2k → 2k + 1 ïðè k ∈ N . Åñëè

(an) ∈ C∞ , òîãäà C1(((2
⌊
n
2

⌋
)−2laπl1(n)) = C1((

1
n2l
an)) . Èç ëåììû 3 ñëåäóåò

π2lC1((〈SΦ′′(ξ), τ lλen ⊗ τ lλen〉)) =

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=2

1

(2bk2c)2l
〈SΦ′′(ξ), eπ1(k)⊗eπ1(k)〉 = (2l+1)C2l+1((〈SΦ′′(ξ), ek⊗ek〉)).
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Ïóñòü T ∈ L(EC, EC) , òîãäà åãî âòîðîå êâàíòîâàíèå � ýòî îïåðàòîð Γ(T ) ∈
L(E , E) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé òàê:

Γ(T )ψξ = ψTξ.

Â [37] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé T èç L(EC, EC) îáëàäàåò ñâîèì âòîðûì

êâàíòîâàíèåì. Äëÿ âòîðîãî êâàíòîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ:

S(Γ(T )∗Φ)(ξ) = (SΦ ◦ T )(ξ) = SΦ(Tξ). (1.6)

Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñâÿçè ìåæäó ýêçîòè÷åñêèìè ëàïëàñè-

àíàìè Ëåâè:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü l ∈ Z, k ∈ N. Ïóñòü Φ ∈ Dom∆d,l
L , òîãäà

∆
d,(l−k)
L Γ(dk)∗Φ = Γ(dk)∗∆d,l

L Φ, è ∆
d,(l+k)
L Γ(τ kλ )∗Φ = Γ(τ kλ )∗∆d,l

L Φ äëÿ âñåõ

λ ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âòîðóþ ôîðìóëó òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ −k ≤ l ≤

0 . Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (1.6):

S(Γ(τ kλ )∗∆d,l
L Φ)(ξ) = S(∆d,l

L Φ)(τ kλξ) = C1((〈SΦ′′(τ kλξ), τ
−l
λ en ⊗ τ

−l
λ en〉)) =

= C1((〈(SΦ ◦ τ kλ ))′′(ξ), dl+ken ⊗ dl+ken〉)) = S(∆
d,(l+k)
L Γ(τ kλ )∗Φ)(ξ).

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ 6= 0 Γ(τλ) � òîïîëîãè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ïðîñòðàí-

ñòâà E . Êàê ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 è ïðåäëîæåíèÿ 6 ìû ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 3. Ïóñòü l ∈ Z+ è k ∈ N. Åñëè Φ ∈ Dom∆2l+1
L , òî

∆
2(k+l)+1
L Γ(dk)∗Φ =

π2k(2l + 1)

2(k + l) + 1
Γ(dk)∗∆2l+1

L Φ. (1.7)

Åñëè Φ ∈ Dom∆
2(l+k)+1
L , òî

∆2l+1
L Γ(τ kλ )∗Φ =

2(k + l) + 1

π2k(2l + 1)
Γ(τ kλ )∗∆

2(l+k)+1
L Φ.
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Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü H0
C = {f ∈ L2([0, 1],C) :

∫ 1

0 f(r)dr = 0} è â H0 âûáðàí

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ: e2k−1(t) =
√

2 sin 2kπt è e2k(t) =
√

2 cos 2kπt ïðè

k ∈ N. C ïîìîùüþ ñóæåíèÿ îïåðàòîðà A íà H0
C ìû ïîëó÷àåì îñíàùåííîå

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Ed ⊂ H0
C ⊂ E∗d è åãî ïðîñòðàíñòâî Õèäû-Êóáî-

Òàêåíàêè Ed ⊂ L2(E
∗
dR, µdI ,C) ∼= Γ(H0) ⊂ E∗d . Ïóñòü ÷èñëà {λk}∞k=2 , òàêèå,

÷òî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d ñòàíîâèòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì àâòî-

ìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà Ed . Îïðåäåëåíèå îáîáùåííûõ è íåêëàññè÷åñêèõ

Ëàïëàñèàíîâ-Ëåâè áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîñòðàíñòâî E∗d . Ìû ïî-

ëó÷àåì, ÷òî äëÿ l, k ∈ Z, åñëè Φ ∈ Dom∆d,l
L , òî ∆

d,(l−k)
L Γ(dk)∗ = Γ(dk)∗∆d,l

L .

Êàê ñëåäñòâèå, åñëè l, k ∈ Z+ è l + k ≥ 0, òî

∆
2(k+l)+1
L Γ(dk)∗ =

π2k(2l + 1)

2(k + l) + 1
Γ(dk)∗∆2l+1

L . (1.8)

Òåîðåìà 3 áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â [22] â âèäå (1.7) íà ïðîñòðàíñòâå E∗d è

áûëà äîêàçàíà â [44].
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Ãëàâà 2

Êâàíòîâàÿ âåðîÿòíîñòü è ëàïëàñèàíû

Ëåâè

2.1 Êëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè è ïðîöåññ óíè÷òîæå-

íèÿ

Ñëåäóÿ [38, 40], áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] â

ïðîñòðàíñòâî E∗ ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì (â ñìûñëå áåëîøóìíîãî àíàëè-

çà), à íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] â Lb(E , E∗) êâàíòîâûì ñòîõà-

ñòè÷åñêèì ïðîöåññîì. Ò.ê. ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå â E ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðå-
ðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ èç E∗ × E â E∗ (ñì. [37]), òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
âëîæåíèå id : E∗ ↪→ Lb(E , E∗) , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òàê: idΦ: φ 7→ Φφ äëÿ

Φ ∈ E∗ .
Â [34] äîêàçûâàåòñÿ (ñì. òàêæå [31]), ÷òî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ φ ,

îïðåäåëåííàÿ íà E∗R , ïðèíàäëåæèò E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
åå ïðîäîëæåíèå φ̃ íà E∗C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ≥ 0 ñóæåíèå φ̃ íà E−p

àíàëèòè÷íî (ò.å. ñóæåíèå φ̃ íà E−p âñþäó äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå) è

äëÿ ëþáîãî p ≥ 0 ñóùåñòâóåò òàêîå Kp > 0 , ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ E−p

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà:

|φ̃(x)| ≤ Kpe
1
2‖x‖

2
−p.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð b(ζ) , êàê îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â E ïî íàïðàâ-
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ëåíèþ ζ ∈ E∗R :

b(ζ)φ(ξ) = lim
t→0

(φ(ξ + tζ)− φ(ξ))/t = dζφ(ξ), ξ ∈ E∗R, φ ∈ E .

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ζ ∈ E∗R , òî b(ζ) ∈ Lb(E , E) . Åñëè ζ ∈ E−q è p > q ïðè÷åì

2λ
−2(p−q)
1 ≤ 1 , òî äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ E :

‖b(ζ)ϕ‖q ≤ λ
−(p−q)
1 |ζ|−q‖ϕ‖p. (2.1)

Åñëè ζ ∈ E , òî b(ζ) ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà b̃(ζ) íà ïðî-

ñòðàíñòâå E∗ (ñì. [31]).

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ îïåðàòîðà b̃(ζ), ãäå ζ ∈ ER , âûïîëíÿåòñÿ

S (̃b(ζ)Φ)(ξ) = 〈SΦ′(ξ), ζ〉,Φ ∈ E∗, ξ ∈ EC. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F ∈ (E⊗̂n+1
C )∗ è ξ ∈ EC , òîãäà F ⊗̂1ξ òàêîé ýëåìåíò

èç (E⊗̂nC )∗ , ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ E⊗̂nC âûïîëíÿåòñÿ 〈F ⊗̂1ζ, h〉 = 〈F, h⊗̂ζ〉 .

Èçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå ⊗̂1 : (E⊗̂n+1
C )∗ × EC → (E⊗̂nC )∗ ðàçäåëüíî íåïðå-

ðûâíî è äëÿ φ = (fn)
∞
n=0 ∈ E âûïîëíÿåòñÿ b(ζ)φ = (nfn⊗̂1ζ)∞n=0 (ñì. íàïðè-

ìåð [37]). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè b̃(ζ) íà E∗ , äëÿ Φ = (Fn)
∞
n=0 ∈ E âûïîëíÿ-

åòñÿ b̃(ζ)Φ = (nFn⊗̂1ζ)∞n=0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

S (̃b(ζ)Φ)(ξ) = 〈〈̃b(ζ)Φ, φξ〉〉 =
∞∑
n=0

〈nFn⊗̂1ζ, ξ
⊗n〉 =

=
∞∑
n=1

n〈Fn, ξ⊗(n−1)⊗̂ζ〉 = 〈SΦ′(ξ), ζ〉.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ER òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1)-3) ïðåäëî-

æåíèÿ 2. Â ñèëó òîãî, ÷òî t 7→ δt ∈ E∗R íåïðåðûâíî è âûïîëíÿåòñÿ (2.1),

îòîáðàæåíèå t 7→ bt = b(δt) ∈ Lb(E , E) � êâàíòîâûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Ýòîò êâàíòîâûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì óíè÷òîæåíèÿ (îïå-

ðàòîð bt òàêæå íàçûâàþò îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Õèäû). Îòîáðà-

æåíèå t 7→ b∗t = b(δt)
∗ ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, êîòîðûé
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íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ. Ïóñòü Bt = (Bt
n)
∞
n=0 ∈ E∗ , ãäå Bt

1 = 1[0,t] è

Bt
n = 0 ïðè n 6= 1 . Òîãäà t 7→ Bt ∈ Γ(HC) ∼= Lb2(E

∗, µI ,C) � âèíåðîâñêèé

ïðîöåññ. Åãî ïðîèçâîäíàÿ � ïðîöåññ áåëîãî øóìà Wt = (W t
n)
∞
n=0 ∈ E∗ , ãäå

W t
1 = δt è W

t
n = 0 ïðè n 6= 1 . Òîãäà idWt = bt + b∗t (ñì. [37, 40]).

Èçâåñòíî, ÷òî, åñëè φ, ϕ ∈ E , òî ηφ,ϕ(s, t) = 〈〈bsbtφ, ϕ〉〉 ∈ E⊗2
C . Åñëè

κ ∈ (E⊗2
C )∗ , òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

Ξ0,2(κ) èç E â E∗ òàêîé, ÷òî 〈〈Ξ0,2(κ)φ, ϕ〉〉 = 〈κ, ηφ,ϕ〉 . (Ýòî ÷àñòíûé ñëó-

÷àé èíòåãðàëüíîãî ÿäåðíîãî îïåðàòîðà (integral kernel operator). Áîëåå òîãî,

Ξ0,2(κ) ∈ Lb(E , E) , è äëÿ ëþáûõ p ∈ R è q > 0 ñóùåñòâóåò C > 0 , ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ

‖Ξ0,2(κ)‖p < C|κ|−q−p‖φ‖q+p (2.3)

ïðè κ ∈ E⊗2
−q−p äëÿ âñåõ φ ∈ E . Åñëè κ ∈ E⊗2

C , òî Ξ0,2(κ) , ïðîäîëæàåòñÿ äî

íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà èç E∗ â E∗ (ñì. íàïðèìåð [37]). Ýòî ïðîäîëæåíèå

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Ξ̃0,2(κ) .

Ïóñòü

Jε = {(s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1] : ‖s− t‖T ≤ ε},

ãäå ‖t‖T = mink∈Z |t− k| . Ïóñòü θ(ε) = 1Jε ∈ L2([0, 1]× [0, 1]) . (Çäåñü è íèæå

ñèìâîëîì 1C îáîçíà÷àåòñÿ èíäèêàòîð ìíîæåñòâà C .) Òîãäà θ(ε) ∈ (E⊗2
C )∗

òàêîé, ÷òî äëÿ f, g ∈ EC âûïîëíÿåòñÿ

〈θ(ε), f ⊗ g〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

f(s)g(t)dsdt,

Òîãäà

〈〈Ξ0,2(θ(ε))φ, ϕ〉〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈bsbtφ, ϕ〉〉dsdt

äëÿ âñåõ φ, ϕ ∈ E . Îáîçíà÷èì θn(ε) =
∑n

i=1

∑n
j=1〈θ(ε), ei ⊗ ej〉ei ⊗ ej . Òîãäà

θn(ε) =
n∑
i=1

n∑
j=1

 ∫
‖s−t‖T<ε

ei(s)ej(t)dsdt

 ei ⊗ ej =

= (2ε− ε2)e1 ⊗ e1 +
n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

ei ⊗ ei, (2.4)

34



ò.ê. ∫
‖s−t‖T<ε

√
2 cos 2πnt

√
2 cos 2πks dtds =

=

∫
‖s−t‖T<ε

√
2 sin 2πnt

√
2 sin 2πks dtds =

sin 2πnε

πn
δnk,

∫
‖s−t‖T<ε

sin 2πkt cos 2πns dtds = 0,

∫
‖s−t‖T<ε

sin 2πkt dtds =

∫
‖s−t‖T<ε

cos 2πkt dtds = 0.

Â ñèëó (2.3) âûïîëíÿåòñÿ limn→∞ Ξ0,2(θn(ε)) = Ξ0,2(θ(ε)) â Lb(E , E) . Åñëè

ζ1, ζ2 ∈ E∗R , òî Ξ0,2(ζ1⊗ζ2) = b(ζ1)b(ζ2) (ñì. íàïðèìåð [37]). Òîãäà â ñèëó (2.4):

Ξ0,2(θn) = (2ε− ε2)b2(e1) +
n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

b2(ei). (2.5)

Ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ σ1 = σ(E∗, span{ψξ : ξ ∈ E}) íà ëèíåéíîì ïðî-

ñòðàíñòâå E∗ , ò.å. òîïîëîãèþ, ïîðîæäåííóþ ñåìåéñòâîì íîðì ‖·‖ξ = |S(·)(ξ)| .
˜(E∗, σ1) � ïîïîëíåíèå E∗ ïî òîïîëîãèè σ1 . Ïóñòü G � ñåêâåíöèàëüíîå çàìû-

êàíèå E∗ â ˜(E∗, σ1) .

Òåîðåìà 4. Åñëè Φ ∈ E∗ òàêîå, ÷òî

〈SΦ′′(ξ), ζ ⊗ η〉 =

∫
[0,1]×[0,1]

ζ(t)η(s)dµξ(s, t) (2.6)

äëÿ âñåõ ξ, ζ, η ∈ EC , ãäå µξ � áîðåëåâñêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìåðà íà

[0, 1]× [0, 1] è Φ ∈ Dom∆L , òî

∆LΦ = lim
ε→0

lim
n→∞

Ξ̃0,2(θn(ε))Φ,

ãäå ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü â G .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

J = {(s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1] : ‖s− t‖T = 0} =

= {(s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1] : s = t} ∪ {0, 1} ∪ {1, 0}.

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en} îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1. supn∈N | 1n
∑n

k=1 ek(s)ek(t)| < 2 ïðè (s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1] ;

2. limn→∞
1
n

∑n
k=1 ek(s)ek(t) = 1J(s, t) ïîòî÷å÷íî.

Òîãäà, åñëè Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, òî ïî òåîðåìå Ëåáåãà

S(∆LΦ)(ξ) =

∫
[0,1]×[0,1]

1J(s, t)dµξ(s, t).

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü òåîðåìó, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim
ε→0

lim
n→∞

S(Ξ̃0,2(θn(ε))Φ)(ξ) =

∫
[0,1]×[0,1]

1J(s, t)dµξ(s, t).

Â ñèëó (2.5) è (2.2) âûïîëíÿåòñÿ

S(Ξ̃0,2(θn(ε))Φ)(ξ) =

= S(

(
(2ε− ε2)̃b2(e1) +

n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

b̃2(ei)

)
Φ)(ξ) =

=

∫
[0,1]×[0,1]

(
(2ε− ε2)e1(s)e1(t) +

n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

ei(s)ei(t)

)
dµξ(s, t)).

Ðÿä Ôóðüå äëÿ äðîáíîé ÷àñòè {x} ñõîäèòñÿ ê {x} ïðè x * N :

{x} =
1

2
− 1

π

∞∑
n=1

1

n
sin 2πnx,
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ïðè÷åì ÷àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà

∞∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

ei(s)ei(t) =

=
∞∑
n=1

sin (2πnε)

πn
2(cos (2πns) cos (2πnt) + sin (2πns) sin (2πnt)) =

=
∞∑
n=1

2

πn
sin (2πnε) cos 2πn(s− t) =

=
∞∑
n=1

1

πn
(sin 2πn(ε+ s− t) + sin 2πn(ε+ t− s)) =

=


1
2 − {ε+ s− t}+ 1

2 − {ε+ t− s}, åñëè ‖t− s‖T 6= ε

1− {2ε}, åñëè ‖t− s‖T = ε,

ïðè÷åì ÷àñòè÷íûå ñóììû ýòîãî ðÿäà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà [0, 1]× [0, 1] .

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

lim
n→∞

(
(2ε− ε2)e1(s)e1(t) +

n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

ei(s)ei(t)

)
=

= gε(s, t) : =


1− ε2, åñëè ‖t− s‖T ≤ ε

−ε2, åñëè ‖t− s‖T > ε.

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ìû ïîëó÷àåì

lim
ε→0

lim
n→∞

S(Ξ̃0,2(θn)Φ)(ξ) = lim
ε→0

∫
[0,1]×[0,1]

gε(s, t)dµξ(s, t) =

∫
[0,1]×[0,1]

1J(s, t)dµξ(s, t).

Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî îáîáùåííîãî áåëîøóìíîãî ôóíêöèîíàëà Φ , ëå-

æàùåãî â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà-Ëåâè Dom∆L , ÷òî SΦ′′

íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2.6) è ïðè ýòîì ∆LΦ 6= limε→0 limn→∞ Ξ̃0,2(θn(ε))Φ .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà {λk} îïåðàòîðà A óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò òàêîå α > 0, ÷òî
∑∞

k=1 k
2λ−4α

2k2 < ∞.
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Òîãäà
∑∞

k=1 ke2k2 ⊗ e2k2 ∈ (E∗)⊗̂2 è F1(ξ) = 〈
∑∞

k=1 ke2k2 ⊗ e2k2, ξ ⊗ ξ〉 ÿâ-

ëÿåòñÿ U -ôóíêöèîíàëîì è, ñëåäîâàòåëüíî, S -ïðåîáðàçîâàíèåì íåêîòîðîãî

îáîáùåííîãî ôóíêöèîíàëà Φ1 èç E∗ . Ïîêàæåì, ÷òî Φ1 ëåæèò â îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ëàïëàñèàíà Ëåâè. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N > 1 ÷èñëî

nN îïðåäåëÿåòñÿ òàê: nN = max {i ∈ N : 2i2 ≤ N}. Òîãäà

1

N

N∑
i=1

〈F ′′1 (ξ), ei ⊗ ei〉 = 〈
∞∑
k=1

2ke2k2 ⊗ e2k2,
1

N

N∑
i=1

ei ⊗ ei〉 =
2

N

nN∑
k=1

k

è, ñëåäîâàòåëüíî, nN (nN+1)
2(nN+1)2 ≤

1
N

∑N
k=1〈F ′′1 (ξ), ek⊗ ek〉 ≤ nN (nN+1)

2n2N
. Òîãäà ∆LΦ1

ñóùåñòâóåò è S(∆LΦ1)(ξ) = 1/2.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà limε→0 limn→∞ S(Ξ̃0,2(θn(ε))Φ1)(ξ).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî N ∈ N:

S(Ξ̃0,2(θN(ε))Φ1)(ξ) = S((̃b2(e1)(2ε− ε2) +
N∑
i=2

b̃2(ei)
sin 2πb i2cε
πb i2c

)Φ1)(ξ) =

= 〈F ′′1 (ξ), (2ε− ε2)e1 ⊗ e1 +
N∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

ei ⊗ ei〉 = 2

nN∑
k=1

sin 2πk2ε

πk
.

Íî ðÿä
∑∞

k=1
sin 2πk2ε

k ðàñõîäèòñÿ, åñëè ε = 1
p , ãäå p � ïðîñòîå è p ≡ 3

(mod 4). Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. ïðè òàêèõ p êâàäðàòè÷íàÿ ñóììà Ãàóññà∑p−1
k=1 e

2πk2i
p ðàâíà

∑p
k=1 sin 2πk2

p i =
√
pi , òî ïðè l ∈ N âûïîëíÿåòñÿ

pl∑
k=1

sin 2πk2

p

k
=

l∑
n=1

√
p

pn+ 1
+

p∑
k=1

(1− k) sin
2πk2

p

(
l∑

n=1

1

(np+ 1)(np+ k)

)

è, ñëåäîâàòåëüíî, liml→∞
∑pl

k=1

sin 2πk2

p

k = +∞. Òîãäà limn→∞ S(Ξ̃0,2(θn(
1
p))Φ1)(ξ) =

+∞ è íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ïðåäåëà limε→0 limn→∞ S(Ξ̃0,2(θn(ε))Φ1)(ξ).
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2.2 Íåêëàññè÷åñêèå ëàïëàñèàíû Ëåâè è êâàíòîâûå ñëó-

÷àéíûå ïðîöåññû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñíîâà ñ÷èòàåì, ÷òî îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d �

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà EC . Îïåðàòîð τ0 íà ïðîñòðàíñòâå EC è åãî ñóæå-

íèå τ ′0 íà ïðîñòðàíñòâî Ed îïðåäåëÿþòñÿ êàê â ïàðàãðàôå 1.3. Çàìåòèì, ÷òî

îòîáðàæåíèÿ t 7→ b((d∗)lδt) ∈ Lb(E , E) è t 7→ b((τ ∗0 )lδt) ∈ Lb(E , E) íåïðåðûâíû

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè.

Ïðåäëîæåíèå 8. Îòîáðàæåíèå t 7→ bt ∈ Lb(E , E) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-

ðóåìî, ïðè÷åì b
(l)
t = b((d∗)lδt).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ξ ∈ ER âûïîëíÿåòñÿ

sup
h∈[t−ε,t+ε]

|〈1
h

((d∗)lδt+h − (d∗)lδt)− ((d∗)l+1δt), ξ〉| =

= sup
h∈[t−ε,t+ε]

|1
h

(ξ(l)(t+ h)− ξ(l)(t))− ξ(l+1)(t)| ≤

≤ sup
h∈[t−ε,t+ε]

|ξ(l+1)(t+h))−ξ(l+1)(t)| = sup
h∈[t−ε,t+ε]

|〈(d∗)(l+1)δt+h−(d∗)(l+1)δt, ξ〉|.

Ïóñòü B � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç ER , òîãäà

lim
ε→0

sup
h∈[t−ε,t+ε]

sup
ξ∈B
|〈1
h

((d∗)lδt+h − (d∗)lδlt)− ((d∗)lδl+1
t ), ξ〉| ≤

≤ lim
ε→0

sup
h∈[t−ε,t+ε]

sup
ξ∈B
|〈(d∗)(l+1)δt+h − (d∗)(l+1)δt, ξ〉| = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ t 7→

(d∗)lδt ∈ E∗ . Òàê ìû äîêàçàëè áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæå-

íèÿ t 7→ δt ∈ E∗R . Â ñèëó (2.1) ìû ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîñòü

îòîáðàæåíèÿ t 7→ δt ∈ E∗R è b
(l)
t = b((d∗)lδt) .
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Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü R � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà ER . Òîãäà äëÿ âñåõ

φ, ϕ ∈ E âûïîëíÿåòñÿ

〈〈Ξ0,2((R
∗ ⊗R∗)θ(ε))φ, ϕ〉〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈b(R∗δt)b(R∗δs)φ, ϕ〉〉dtds.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ïëîòíî â E . Äîñòàòî÷-

íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ äëÿ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé φ = φζ è

ëþáûõ ϕ ∈ E . T.ê. b(ξ)φζ = 〈ξ, ζ〉φζ äëÿ ëþáîãî ξ ∈ E∗R , âûïîëíÿåòñÿ

〈〈b(R∗δt)b(R∗δs)φζ , ϕ〉〉 = 〈〈 〈R∗δt, ζ〉〈R∗δs, ζ〉φζ , ϕ〉〉 = Rζ(s)Rζ(t)〈〈φζ , ϕ〉〉 =

= (R⊗R)ζ(s)ζ(t)〈〈φζ , ϕ〉〉 = (R⊗R)〈〈bsbtφζ , ϕ〉〉 = (R⊗R)ηφζ ,ϕ(t, s).

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

〈〈Ξ0,2((R
∗ ⊗R∗)θ(ε))φζ , ϕ〉〉 = 〈θ(ε), (R⊗R)ηφζ ,ϕ〉 =

=

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈b(R∗δt)b(R∗δs)φ, ϕ〉〉dtds.

Ïóñòü θl(ε) = (d∗ ⊗ d∗)lθ(ε) ïðè l ∈ Z+ . Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 8 è 9 ïðè

l ∈ Z+ äëÿ âñåõ φ, ϕ ∈ E âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

〈〈Ξ0,2(θ
l(ε))φ, ϕ〉〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈b(l)
s b

(l)
t φ, ϕ〉〉dsdt.

Ïóñòü θl(ε) = (τ ∗0 ⊗ τ ∗0 )−lθ(ε) ïðè l ∈ Z− . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 9 ïðè l ∈ Z−
äëÿ âñåõ φ, ϕ ∈ E âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

〈〈Ξ0,2(θ
l(ε))φ, ϕ〉〉 =

∫
‖s−t‖T<ε

〈〈b((τ ∗0 )−lδt)b((τ
∗
0 )−lδs)φ, ϕ〉〉dsdt.

Äëÿ âñåõ l ∈ Z ïóñòü θln(ε) =
∑n

i=1

∑n
j=1〈θl(ε), ei ⊗ ej〉ei ⊗ ej . Òîãäà

limn→∞ Ξ0,2(θ
l
n(ε)) = Ξ0,2(θ

l(ε)) â Lb(E , E) , ïðè÷åì êàæäûé Ξ0,2(θ
l
n(ε)) ïðî-

äîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî íà E∗ îïåðàòîðà Ξ̃0,2(θ
l
n(ε)) . Âûïîëíÿåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 5. Äëÿ l ∈ Z ïóñòü Φ ∈ E∗ òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ξ ∈ EC

ñóæåíèå SΦ′′(ξ) íà Ed ⊗ Ed ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

〈SΦ′′(ξ), ζ1 ⊗ η1〉 =

∫
[0,1]×[0,1]

(τ ′0)
lζ1(t)(τ

′
0)
lη1(s)dµξ(s, t), (2.7)

ãäå ζ1, η1 ∈ Ed è µξ � áîðåëåâñêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ìåðà íà [0, 1]× [0, 1].

Ïóñòü Φ ∈ Dom∆d,l
L , òîãäà

∆d,l
L Φ = lim

ε→0
lim
n→∞

Ξ̃0,2(θ
l
n(ε))Φ,

ãäå ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü â G .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé l < 0 , ñëó÷àé l ≥ 0 äîêàçûâàåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî. Åñëè Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû, òî S(∆d,l
L Φ)(ξ) =∫

[0,1]×[0,1] 1J(s, t)dµξ(s, t) . Ò.ê.

θln(ε) =
n∑
i=1

n∑
j=1

 ∫
‖s−t‖T<ε

τ−l0 ei(s)τ
−l
0 ej(t)dsdt

 ei ⊗ ej =

=
n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c(2πb

i
2c)2l

ei ⊗ ei,

òî

S(Ξ̃0,2((θ
l
n(ε))Φ)(ξ) = S

(
n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c(2πb

i
2c)2l

b̃2(ei)Φ

)
(ξ) =

=

∫
[0,1]×[0,1]

n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c(2πb

i
2c)2l

d−lei(s)d
−lei(t)dµξ(s, t) =

=

∫
[0,1]×[0,1]

n∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

eπl1(i)(s)eπl1(i)(t)dµξ(s, t).

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 ïðèìåíèìà òåîðåìà Ëåáåãà:

lim
ε→0

lim
n→∞

S(Ξ̃0,2(θ
l
n(ε))Φ(ξ) =

∫
[0,1]×[0,1]

1J(s, t)dµξ(s, t) = S(∆d,l
L Φ)(ξ).
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Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî îáîáùåííîãî áåëîøóìíîãî ôóíêöèîíàëà Φ , ëå-

æàùåãî â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ∆d,l
L , ÷òî SΦ′′ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå (2.7) è ïðè ýòîì ∆d,l
L Φ 6= limε→0 limn→∞ Ξ̃0,2(θ

l
n(ε))Φ .

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì Φ1 èç ïðèìåðà 2. Ïî òåîðåìå 2 Γ(τ lλ)
∗Φ1 ëå-

æèò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ∆d,l
L . Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

êîíå÷íîãî ïðåäåëà limε→0 limn→∞ S(Ξ̃0,2(θ
l
n(ε))Γ(τ lλ)

∗Φ1)(ξ). Ðàññìîòðèì ñëó-

÷àé l < 0, ñëó÷àé l > 0 ðàñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê.

S(Γ(τ lλ)
∗Φ1)(ξ) = SΦ1(τ

l
λξ), äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî N > 1 âûïîëíÿåòñÿ

S(Ξ̃0,2(θ
l
N(ε))Γ(τ lλ)

∗Φ1)(ξ) =

= S((
N∑
i=2

b̃2(ei)(

∫
‖s−t‖T<ε

τ−l0 ei(s)τ
−l
0 ei(t)dsdt)Γ(τ lλ)

∗Φ1)(ξ) =

=
N∑
i=2

(

∫
‖s−t‖T<ε

τ−l0 ei(s)τ
−l
0 ei(t)dsdt)deidei(SΦ1 ◦ τ lλ)(ξ) =

= 〈
∞∑
k=1

2ke2k2 ⊗ e2k2,

N∑
i=2

sin 2πb i2cε
πb i2c

eπl1(i) ⊗ eπl1(i)〉 = 2

nN∑
k=2

sin 2πk2ε

πk
.

Íî ðÿä
∑∞

k=2
sin 2πk2ε

k ðàñõîäèòñÿ, åñëè ε = 1
p , ãäå p � ïðîñòîå è p ≡ 3

(mod 4).

Çàìå÷àíèå 4. Îáîáùåííûå ôóíêöèîíàëû Φ ∈ E∗ òàêèå, ÷òî SΦ′′ ïðåä-

ñòàâëÿþòñÿ â âèäå (2.6), ïðè÷åì
∫

[0,1]×[0,1] 1J(s, t)dµξ(s, t) ÿâëÿåòñÿ U -

ôóíêöèîíàëîì, îáîáùàþò ïîíÿòèå L-ôóíêöèîíàëà (ñì. [32, 31]). Îáîáùåí-

íûå ôóíêöèîíàëû Φ ∈ E∗ òàêèå, ÷òî SΦ′′ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (2.7) ïðè

l < 0, ïðè÷åì
∫

[0,1]×[0,1] 1J(s, t)dµξ(s, t) ÿâëÿåòñÿ U -ôóíêöèîíàëîì, îáîáùà-

þò ïîíÿòèå K -ñèíãóëÿðíîãî ôóíêöèîíàëà (ñì. [22]).
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Ãëàâà 3

Ëàïëàñèàíû Ëåâè è êàëèáðîâî÷íûå

ïîëÿ

3.1 Ëàïëàñèàí Ëåâè íà ìíîãîîáðàçèè

Ïóñòü (M, g) � ýòî C3 -ãëàäêîå ñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè

d ñ ìåòðèêîé g . Çàôèêñèðóåì òî÷êó x íà M . Ïóñòü PC1
x([0, 1],M) � ìíîæå-

ñòâî êóñî÷íî C1 -ãëàäêèõ ôóíêöèé èç îòðåçêà [0, 1] â M , çíà÷åíèå êîòîðûõ

â òî÷êå 0 � ýòî x (ìíîæåñòâî êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ ñ íà÷àëîì â òî÷êå

x). Äëÿ ôèêñèðîâàííîé êðèâîé γ ∈ PC1
x([0, 1],M) , êàñàòåëüíîãî âåêòîðà T

â òî÷êå x è ëþáîãî t ∈ [0, 1] ïóñòü Tt îáîçíà÷àåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåê-

òîðà T âäîëü êðèâîé γ[0,t] (ñèìâîëîì γ[s,t] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îãðàíè÷åíèå

êðèâîé γ íà îòðåçîê [s, t] ⊂ [0, 1]). Â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Tt � ýòî

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

{
T ′κt + Γκλµ(γt)T

λ
t γ
′µ
t = 0

T0 = T,
(3.1)

ãäå Γκλµ � ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòû íà (M, g) (çäåñü

è íèæå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì γt äëÿ γ(t)).

Ñèìâîëîì ϕ(τ, y, Y ) áóäåì îáîçíà÷àòü ãåîäåçè÷åñêóþ, ïàðàìåòðèçîâàííóþ

τ , ÷üÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà ñîâïàäàåò c y ∈M , à íàïðàâëåíèå â íà÷àëüíîé òî÷êå
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ñîâïàäàåò ñ Y ∈ TyM . Ò.å. ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ϕ � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:
∂2

∂τ 2
ϕκ(τ, y, Y ) + Γκλµ(ϕ(τ, y, Y ))

∂

∂τ
ϕλ(τ, y, Y )

∂

∂τ
ϕµ(τ, y, Y ) = 0

ϕ(0, y, Y ) = y

∂

∂τ
ϕ(0, y, Y ) = Y.

(3.2)

Äëÿ τ < 0 ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ϕ(τ, y, Y ) = ϕ(−τ, y,−Y ) . Åñëè Y � íîðìèðîâàí-

íûé âåêòîð, òî ãåîäåçè÷åñêàÿ ïàðàìåòðèçîâàíà íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì τ .

Ñèìâîëîì PC1
x,W ([0, 1],M) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî êóñî÷íî C1 -ãëàäêèõ

êðèâûõ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x è êîíöîì, ïðèíàäëåæàùèì îòêðûòîìó ìíî-

æåñòâó W ⊂ M , ò.å. PC1
x,W ([0, 1],M) = {γ ∈ PC1

x([0, 1],M) : γ1 ∈ W} .
Äëÿ ôèêñèðîâàííîé êðèâîé γ ∈ PC1

x,W ([0, 1],M) , äëÿ êàñàòåëüíîãî âåêòî-

ðà T â òî÷êå x , äëÿ êóñî÷íî C1 -ãëàäêîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f íà

[0, 1] òàêîé, ÷òî f(0) = 0 , è äëÿ êàæäîãî α ∈ (−δ, δ) äëÿ íåêîòîðîãî

δ > 0 êðèâàÿ γT,fα ∈ PC1
x,W ([0, 1],M) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γT,fα (t) = ϕ(αf(t), γt, Tt) . Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè F ñ îáëàñòüþ îïðå-

äåëåíèÿ PC1
x,W ([0, 1],M) è ïîäõîäÿùåé îáëàñòüþ çíà÷åíèé ñèìâîë F γ

T,f(α)

îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà α ∈ (−δ, δ) , îïðåäåëåííóþ
òàê: F γ

T,f(α) = F (γT,fα ) .

Çàôèêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {Z1, Z2, . . . , Zd} äëÿ êàñàòåëüíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ê M â òî÷êå x . Äëÿ êàæäîé γ ∈ PC1

x([0, 1],M) è äëÿ

êàæäîãî t ∈ [0, 1] ïóñòü {Z1(γ, t), Z2(γ, t), . . . , Zd(γ, t)} � îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ äëÿ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê M â òî÷êå γt , ïîëó÷åííûé ïà-

ðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì {Z1, Z2, . . . , Zd} âäîëü êðèâîé γ[0,t] . Çàôèêñèðóåì â

L2(0, 1) îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en} . Ïóñòü äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîë-

íÿåòñÿ en ∈ PC1([0, 1],R) è en(0) = 0 . Áóäåì îáîçíà÷àòü F γ
Zi,en

ñèìâîëîì

F γ
i,n .

Ñèìâîëîì MN áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ N ×N ìàò-

ðèö, íàäåëåííîå îïåðàòîðíîé íîðìîé ‖ · ‖ . Ïóñòü F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN) �

ïðîñòðàíñòâî âñåõ MN -çíà÷íûõ ôóíêöèé íà PC
1
x,W ([0, 1],M) .

Îïðåäåëåíèå 7. Ëàïëàñèàí Ëåâè � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

∆L : dom∆L → F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN),
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îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

∆LF (γ) = lim
n→∞

1

dn

n∑
k=1

d∑
i=1

(F γ
i,k)
′′(0), (3.3)

ãäå dom∆L � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé èç F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN),

äëÿ êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (3.3) ñóùåñòâóåò.

Åñëè ýòî ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî W

èç îïðåäåëåíèÿ 7 ñîâïàäàåò ñî âñåì M .

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èç [35]:

Îïðåäåëåíèå 8. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {en} â L2(0, 1) íàçûâàåòñÿ

ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûì, åñëè limn→∞
∫ 1

0 h(t)( 1
n

∑n
k=1 e

2
k(t)− 1)dt = 0 äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè h ∈ L∞[0, 1].

Ïðèìåð 4. Ïóñòü en(t) =
√

2 sinnπt, òîãäà {en} � ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîò-

íûé áàçèñ L2(0, 1).

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, èëëþñòðèðóþùåå ïîíÿòèå ëàïëà-

ñèàíà Ëåâè äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 10. Ïóñòü L ∈ C2(M,C). Ïóñòü ôóíêöèîíàë

F : PC1
x([0, 1],M)→ C

îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (γ) =

1∫
0

L(γt)dt.

Ïóñòü en � ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûé áàçèñ â L2([0, 1],R) òàêîé, ÷òî âñå

ýëåìåíòû {en} ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó PC1([0, 1], R). Ïóñòü en(0) =

0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Òîãäà

∆LF (γt) =
1

d

1∫
0

∆L(γt)dt,
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ãäå ∆ = ∇µ∇µ � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè.

Ìû äîêàæåì ýòî ïðåäëîæåíèå â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Òàêæå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü àíàëîã äàëàìáåðòèàíà Ëåâè äëÿ C3 -ãëàäêîãî

ñâÿçíîãî ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M, g) ñèãíàòóðû (1, d− 1) . Çàôèê-

ñèðóåì ïñåâäîîðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {Z1, Z2, . . . , Zd} äëÿ êàñàòåëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà ê ìíîãîîáðàçèþ (M, g) â òî÷êå x . Ìû ñ÷èòàåì g(Zi, Zj) = ηij ,

ãäå η = diag{+1,−1, . . . ,−1} . Ìû îïðåäåëèì ìíîæåñòâî PC1
x,W ([0, 1],M) ,

ãäå W � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî M , ïðîñòðàíñòâî F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN)

è ôóíêöèè F γ
i,k (i ∈ {1, . . . , d} , k ∈ N), ãäå F ∈ F(PC1

x,W ([0, 1],M),MN) , êàê

ìû ýòî ñäåëàëè â ñëó÷àå ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 9. Äàëàìáåðòèàí Ëåâè � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

�L : dom�L → F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN),

îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

�LF (γ) = lim
n→∞

1

dn

(
k=n∑
k=1

(F γ
1,k)
′′(0)−

n∑
k=1

d∑
i=2

(F γ
i,k)
′′(0)

)
, (3.4)

ãäå dom�L ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé èç F(PC1
x,W ([0, 1],M),MN),

äëÿ êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (3.4) ñóùåñòâóåò.

3.2 Óðàâíåíèå Ëàïëàñà-Ëåâè è óðàâíåíèÿ ßíãà-Ìèëëñà

Íèæå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ãðå÷åñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 1, . . . , d . Ìû

ñóììèðóåì ïî ïîâòîðÿþùèì èíäåêñàì.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, M � C3 -ãëàäêîå ñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíî-

ãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d èëè C3 -ãëàäêîå ñâÿçíîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðà-

çèÿ ñ ñèãíàòóðîé (1, d− 1) Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè N , G � ãðóïïà Ëè, ðåàëèçîâàííàÿ êàê çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà

GL(V ) . Ïóñòü {Wa}a∈Λ � îòêðûòîå ïîêðûòèå M è ψab : Wa ∩ Wb → G �

C3 -ãëàäêèå ôóíêöèè ïåðåõîäà òàêèå, ÷òî

ψac(y) = ψab(y)ψbc(y),
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ãäå y ∈ Wa∩Wb∩Wc . Ôóíêöèè ïåðåõîäà çàäàþò ãëàâíîå ðàññëîåíèå P (M,G)

è âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E(M,V, P,G) ñ áàçîé M , ñëîåì V è ñòðóêòóðíîé

ãðóïïîé Ëè G , àññîöèèðîâàííîå ñ ãëàâíûì ðàññëîåíèåì P (M,G) (ñì. íà-

ïðèìåð [12]).

Ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñâÿçíîñòü íà E(M,V, P,G) êàê ñåìåéñòâî Lie(G)-

çíà÷íûõ 1-ôîðì {Aa(y)}a∈Λ íà M òàêèõ, ÷òî Aa(y) = Aa
µ(y)dyµ îïðåäåëåíû

íà Wa , ïðè÷åì äëÿ y ∈ Wa ∩Wb âûïîëíÿåòñÿ

Aa
µ(y) = ψab(y)Ab

µ(y)ψ−1
ab (y)− ∂ψab(y)

∂yµ
ψ−1
ab (y). (3.5)

Òîãäà òåíçîð êðèâèçíû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî Lie(G)-çíà÷íûõ 2-ôîðì

{F a(y)}a∈Λ òàêèõ, ÷òî F a(y) =
∑

µ<ν F
a
µν(y)dyµ ∧ dyν îïðåäåëåíà íà Wa è

F a
µν(y) = ∂µA

a
ν(y)− ∂νAa

µ(y) + [Aa
µ(y), Aa

ν(y)] . Äëÿ y ∈ Wa ∩Wb òîãäà âûïîë-

íÿåòñÿ F a
µν(y) = ψab(y)F b

µν(y)ψ−1
ab (y) .

Äëÿ êðèâîé γ ∈ PC1([0, 1],M) ïóñòü γ([p, r]) ⊂ Wa . Òîãäà ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü G-çíà÷íóþ ôóíêöèþ Ua,a
t,s (γ) íà {(t, s) ∈ R2 : r ≥ t ≥ s ≥ p} êàê

ñóììó ðÿäà

Ua,a
t,s (γ) =

∞∑
k=0

Ua
t,s(γ, k), (3.6)

ãäå Ua
t,s(γ, 0) := IN (IN � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà èç MN ) è

Ua
t,s(γ, k) :=

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
(
−Aa

µ(γτk)γ
′µ
τk

)
. . .
(
−Aa

µ(γτ1))γ
′µ
τ1

)
, (3.7)

ãäå ∆k
s,t := {(τ1, . . . , τk) ∈ Rk : s ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk ≤ t} . Çàìåòèì, ÷òî Ua,a

t,s (γ)

� ðåøåíèå ñèñòåìû: 
d

dt
Ua,a
t,s (γ) = −Aa

µ(γt)γ
′µ
t U

a
t,s(γ)

d

ds
Ua,a
t,s (γ) = Ua

t,s(γ)Aa
µ(γs)γ

′µ
s

Ua,a
t,s (γ)

∣∣
t=s

= IN .

(3.8)

Åñëè γ([s, t]) ⊂ Wa ∩Wb , â ñèëó (3.5) âûïîëíÿåòñÿ

Ua,a
t,s (γ) = ψab(γt)U

b,b
t,s (γ)ψ−1

ab (γs). (3.9)
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Äëÿ ëþáîé γ ∈ PC1([0, 1],M) ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå s = t1 < t2 < . . . < tm =

t îòðåçêà [s, t] òàêîå, ÷òî γ([ti, ti+1]) ⊂ Wai äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m− 1} . Ìû

îïðåäåëèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U
am−1,a1
t,s (γ) âäîëü γ[s,t] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U
am−1,a1
t,s (γ) = U

am−1,am−1
tm,tm−1 (γ)ψam−1am−2(γtm−1) . . . U

a2,a2
t3,t2 (γ)ψa2a1(γt2)U

a1,a1
t2,t1 (γ).

Ò.ê. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (3.9), U
am−1,a1
t,s (γ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ.

Åñëè s ≤ r ≤ t òàêèå, ÷òî γt ∈ Wa4 , γr ∈ Wa3 ∩Wa2 , γs ∈ Wa1 , âûïîëíÿåòñÿ

Ua4,a1
t,s (γ) = Ua4,a2

t,r (γ)Ua2,a1
r,s (γ) = Ua4,a3

t,r (γ)Ua3,a1
r,s (γ) = Ua4,a3

t,r (γ)ψa3a2(γr)U
a2,a1
r,s (γ).

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé γ . Ïóñòü ax ∈ Λ

òàêîé, ÷òî x ∈ Wax . Òîãäà γ → Ua,ax
1,0 (γ) êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ôóíêöèî-

íàë íà PC1
x,Wa

([0, 1],M)

Ìû íå áóäåì ïèñàòü èíäåêñ a â Aa , F a è Ua,a
t,s (γ) , åñëè ýòî íå áóäåò âû-

çûâàòü ïóòàíèöû.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ñâÿçíîñòè è òåíçîðà

êðèâèçíû ∇A è ∇F îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇µAν = ∂µAν + [Aµ, Aν]− AκΓ
κ
µν, (3.10)

∇λFµν = ∂λFµν + [Aλ, Fµν]− FµκΓκλν − FκνΓκλµ. (3.11)

Äëÿ y ∈ Wa ∩Wb òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

∇λF
a
µν = ψab(y)∇λF

b
µνψ

−1
ab (y). (3.12)

Çàìå÷àíèå 5. Ïóñòü γ ∈ PC1
x,Wa

([0, 1],M). Åñëè γr ∈ Wa′r ∩ War , òî â

ñèëó (3.12) è (3.9):

U
a,a′r
1,r (γ)(−∇µF

a′rµ
ν (γr))γ

′ν
r U

a′r,ax
r,0 (γ) = Ua,ar

1,r (γ)(−∇µF
arµ
ν (γr))γ

′ν
r U

ar,ax
r,0 (γ).

Ïîýòîìó ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ a′r â ýòîì âûðàæåíèè. Åñëè {Ja}a∈Λ

ñåìåéñòâî Lie(G)-çíà÷íûõ ôóíêöèé òàêèõ, ÷òî Ja îïðåäåëåíà íà W a , ïðè-

÷åì äëÿ y ∈ Wa ∩ Wb âûïîëíÿåòñÿ Ja(y) = ψab(y)J b(y)ψ−1
ab (y). Íèæå â

âûðàæåíèè U
a,a′r
1,r (γ)Ja

′
r(γr))U

a′r,ax
r,0 áóäåò îïóñêàòüñÿ èíäåêñ a′r .
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Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó äëÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âñå Aµ � C2 -ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïóñòü {en} � ñëàáî ðàâ-

íîìåðíûé ïëîòíûé áàçèñ â L2(0, 1) òàêîé, ÷òî âñå ýëåìåíòû {en} ïðèíàä-

ëåæàò ïðîñòðàíñòâó PC1[0, 1]. Ïóñòü en(0) = en(1) = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî a ∈ Λ ôóíêöèÿ PC1
x,Wa

([0, 1],M) 3 γ 7→ Ua,ax
1,0 (γ) (ïà-

ðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ èç PC1
x,Wa

([0, 1],M)) ëåæèò â îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ëàïëàñèàíà Ëåâè. Áîëåå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåí-

ñòâî:

∆LU
a,ax
1,0 (γ) =

1

d

1∫
0

drUa
1,r(γ)(−∇µF

µ
ν (γr))γ

′ν
r U

ax
r,0(γ). (3.13)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 5. Ïóñòü γ ∈ PC1
x([0, 1],M),T ∈ TxM , f ∈ PC1([0, 1],R), ïðè÷åì

f(0) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå 0 = t1 < t2 < . . . < tm = 1 îò-

ðåçêà [0, 1] è òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ {0, . . . ,m− 1} îãðàíè÷åíèÿ

γ è f íà îòðåçîê [ti, ti+1] are C
1 -ãëàäêèå, γ([ti, ti+1]) ⊂ Wai è ôóíêöèÿ

H(r, α) = Aai
ν (ϕ(αf(r), γr, Tr))(α

d

dτ
ϕν(αf(r), γr, Tr)f

′(r)+

+
d

dγ
ϕν(αf(r), γr, Tr)γ

′
r +

d

dT
ϕν(αf(r), γr, Tr)T

′
r) (3.14)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ [ti, ti+1]× [−δ, δ], ïðîèçâîä-

íûå d
dαH(r, α), d2

dα2H(r, α) ñóùåñòâóþò è ïðèíàäëåæàò êëàññàì C([ti, ti+1]×

[−δ, δ]). Áîëåå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(r, α) = (∂µA
ai
ν (γr)T

µ
r γ
′ν
r +Aai

ν (γr)T
′ν
r )f(r) +Aai

ν (γr)T
ν
r f
′(r); (3.15)
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d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

H(r, α) = {∂λ∂µAai
ν (γr)− ∂κAai

ν (γr)Γ
κ
µλ(γr)− 2∂µA

ai
κ (γr)Γ

κ
λν(γr)+

+ Aai
κ (γr)((Γ

κ
βλ(γr) + Γκλβ(γr))Γ

β
µν(γr)− ∂νΓκλµ(γr))}T λr T µr γ′νr f 2(r)+

+∇µA
ai
ν (γr)T

µ
r T

ν
r (f 2(r))′. (3.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó y ∈M è âåêòîð Y ∈ TyM . Ïåðåïèøåì

óðàâíåíèå äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dτ
ϕκ(τ) = Zκ(τ)

dZκ(τ)

dτ
= −Γκλµ(ϕ(τ))Zλ(τ)Zµ(τ)

(ϕ(τ0, ϕ0, Z0), Z(τ0, ϕ0, Z0)) = (ϕ0, Z0),

(3.17)

è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (ϕ0, Z0) ∈ W ′
y × Rd , ãäå W ′

y � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü

òî÷êè y â M . Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî W ′
y ⊂ Wa , ãäå Wa îòêðûòîå

ìíîæåñòâî èç ïîêðûòèÿ {Wa}a∈Λ ìíîãîîáðàçèÿ M . Ò.ê. Γκλµ � C2 -ãëàäêèå

ôóíêöèè, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ òåîðåìó î äèôôåðåíöèàëüíîé

çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ñì. íàïðèìåð [14]). Òîãäà ðå-

øåíèå (ϕ(τ, ϕ0, Z0), Z(τ, ϕ0, Z0)) çàäà÷è Êîøè (3.17) � êîððåêòíî îïðåäå-

ëåííàÿ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà (τ, ϕ0, Y0) íà

(−ε, ε)× V(y,Y ) , ãäå ε > 0 , V(y,Y ) ⊂ W ′
y × Rd � îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü (y, Y ) .

Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: d
dϕ0
ϕ(τ) d

dZ0
ϕ(τ)

d
dϕ0
Z(τ) d

dZ0
Z(τ)

 = Dτ,τ0, (3.18)

ãäå Dτ,τ0 = D(τ, τ0, ϕ0, Z0) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòå-

ìû (3.17):

d

dτ
Dτ,τ0 =

 0 Id

A(τ) B(τ)

Dτ,τ0, (3.19)
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ãäå Id � åäèíè÷íàÿ d × d ìàòðèöà, Aκ
λ(τ) = −∂λΓκµν(ϕ(τ))Zµ(τ)Zν(τ) ,

Bκ
λ(τ) = −(Γκµλ(ϕ(τ)) + Γκλµ(ϕ(τ))Zµ(τ) . Òîãäà Aκ

λ(τ) è Bκ
λ(τ) � ãëàäêèå

ôóíêöèè íà (−ε, ε) è ìû ìîæåì äèôôåðåíöèðîâàòü (3.19):

d2

dτ 2
Dτ,τ0 =

 A(τ) B(τ)(
A(τ)B(τ) + d

dτA(τ)
) (

A(τ) +B2(τ) + d
dτB(τ)

)
Dτ,τ0. (3.20)

Òîãäà ôóíêöèè d
dϕ0
ϕ(τ) , d

dZ0
ϕ(τ) , d

dϕ0
Z(τ) è d

dZ0
Z(τ) are C2 -ãëàäêèå ïî àð-

ãóìåíòó τ , êîãäà |τ | < ε . Ðàññìîòðèì òàêîå ðàçáèåíèå 0 = s1 < s2 <

. . . < sm0
= 1 îòðåçêà [0, 1] , ÷òî äëÿ êàæäîãî i ∈ {0, . . . ,m0 − 1} îãðàíè-

÷åíèÿ γ è f íà îòðåçîê [si, si+1] ÿâëÿþòñÿ C
1 -ãëàäêèìè è γ([si, si+1]) ⊂ Wai .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ [si, si+1] ôóíêöèÿ ϕ(τ, ϕ0, Z0) íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà íà (−εp, εp) × Vp , ãäå Vp ⊂ Wai × Rd � îêðåñòíîñòü (γp, Tp) .

Òîãäà ñóùåñòâóåò îòðåçîê [tp, t
′
p] ⊂ [si, si+1] (tp < t′p ) òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî

r ∈ [tp, t
′
p] ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (γr, Tr) ∈ Vp . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p ∈ (tp, t

′
p)

èëè p ñîâïàäàåò ñ êîíöîì [tp, t
′
p] , åñëè p ñîâïàäàåò ñ êîíöîì [si, si+1] . Òî-

ãäà γT,fα (r) = ϕ(αf(r), γr, Tr) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1([−δp, δp] × Vp) ,

ãäå δp = εp/(supr∈[0,1] |f(r)| + 1) . Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå {[tp, t′p]}p∈[si,si+1] îò-

ðåçêà [si, si+1] . Ìû ìîæåì âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {[tpj , t′pj ]} . Ïóñòü

δi = min δpj è δ = min δi . Äëÿ êàæäîãî i = {0, . . . ,m0 − 1} äîáàâèì òî÷-

êè tpj ê ðàçáèåíèþ {s1, . . . , sm0
} . Òàê ìû ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå 0 = t1 <

t2 < . . . < tm = 1 îòðåçêà [0, 1] òàêîå, ÷òî γT,fα (r) = ϕ(αf(r), γr, Tr) ïðè-

íàäëåæèò êëàññó C1([−δ, δ] × [ti, ti+1]) , à òàêæå γT,fα ([ti, ti+1]) ⊂ Wi ïðè

|α| ≤ δi äëÿ âñåõ i ∈ {0, . . . ,m − 1} . Òîãäà ôóíêöèÿ H(r, α) ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó C1([−δ, δ] × [ti, ti+1]) . Çàìåòèì, ÷òî ìû òàêæå äîêàçàëè, ÷òî

γT,fα ∈ PC1
x([0, 1],M) ïðè |α| ≤ δ .

Äèôôåðåíöèðóÿ (3.14) ïî α , ìû ïîëó÷àåì íà êàæäîì ìíîæåñòâå [−δ, δ]×
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[ti, ti+1] :

d

dα
H(r, α) = ∂µAν(ϕ(αf(r), γr, Tr))(

d

dτ
ϕµ(αf(r), γr, Tr)f(r))×

×{α d

dτ
ϕν(αf(r), γr, Tr)f

′(r)+
d

dγ
ϕν(αf(r), γr, Tr)γ

′
r+

d

dT
ϕν(αf(r), γr, Tr)T

′
r}+

+Aν(ϕ(αf(r), γr, Tr){
d

dτ
ϕν(αf(r), γr, Tr)f

′(r)+α
d2

dτ 2
ϕν(αf(r), γr, Tr)f(r)f ′(r)+

+
d2

dτdγ
ϕν(αf(r), γr, Tr)γ

′(r)f(r) +
d2

dτdT
ϕν(αf(r), γr, Tr)T

′
r}. (3.21)

Ò.ê. ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ -C2 -ãëàäêèå ôóíêöèè, à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî (3.17), d3

dτ3ϕ
ν(αf(r), γr, Tr) ñóùåñòâóåò íà [−δ, δ]× [ti, ti+1] è ïðèíàä-

ëåæèò ïðîñòðàíñòâó C([−δ, δ] × [ti, ti+1]) . Òîãäà Dτ,τ0 äâàæäû äèôôåðåíöè-

ðóåìàÿ, ìû ìîæåì äèôôåðåíöèðîâàòü (3.21) ïî α íà [−δ, δ]× [ti, ti+1] :

d2

dα2
H(r, α) =

= {∂λ∂µAν(ϕ(αf(r), γr, Tr)
d

dτ
ϕµ(αf(r), γr, Tr)f(r)

d

dτ
ϕλ(αf(r), γr, Tr)f(r)+

+ ∂µAν(ϕ(αf(r), γr, Tr)
d2

dτ 2
ϕµ(αf(r), γr, Tr)f

2(r)}{α d

dτ
ϕν(αf(r), γr, Tr)f

′(r)+

+
d

dγ
ϕν(αf(r), γr, Tr)γ

′
r +

d

dT
ϕν(αf(r), γr, Tr)T

′
r}+

+ 2{∂µAν(ϕ(αf(r), γr, Tr)
d

dτ
ϕµ(αf(r), γr, Tr)f(r)}{ d

dτ
ϕν(αf(r), γr, Tr)f

′(r)+

+ α
d2

dτ 2
ϕν(αf(r), γr, Tr)f(r)f ′(r) +

d2

dτdγ
ϕν(αf(r), γr, Tr)γ

′
rf(r)+

+
d2

dτdT
ϕν(αf(r), γr, Tr)T

′
rf(r)}+ Aν(ϕ(αf(r), γr, Tr)×

× {2 d
2

dτ 2
ϕν(αf(r), γr, Tr)f

′(r)f(r) + α
d3

dτ 3
ϕν(αf(r), γr, Tr)f

2(r)f ′(r)+

+
d2d

dτ 2dγ
ϕν(αf(r), γr, Tr)γ

′
rf

2(r) +
d2d

dτ 2dT
ϕν(αf(r), γr, Tr)T

′
rf

2(r)}. (3.22)

Â ñèëó (3.20) d2

dα2H(r, α) ∈ C([ti, ti+1]× [−δ, δ]) äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m− 1} . Â

ñèëó (3.18) è (3.19), ìû ïîëó÷àåì

d

dγ
ϕν(0, γr, Tr)γ

′
r = γ′νr ,

d

dT
ϕν(0, γr, Tr)T

′
r = 0, (3.23)
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d2

dτdγ
ϕν(0, γr, Tr)γ

′
r = 0,

d2

dτdT
ϕν(0, γr, Tr)T

′
r = T ′νr . (3.24)

Ó÷èòûâàÿ (3.20), ìû ïîëó÷àåì

d2d

dτ 2dT
ϕν(0, γr, Tr)T

′
r = −(Γνβλ(γr) + Γνλβ(γr))T

λ
r T
′β
r =

= (Γνβλ(γr) + Γνλβ(γr))Γ
β
µκ(γr)T

λ
r T

µ
r γ
′κ
r , (3.25)

d2d

dτ 2dγ
ϕν(0, γr, Tr)γ

′
r = −∂κΓνλµ(γr)T

λ
r T

µ
r γ
′κ
r . (3.26)

Áåðÿ α = 0 â (3.21) è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (3.23) è (3.24), ìû ïîëó÷à-

åì (3.15). Áåðÿ α = 0 â (3.22), èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (3.23), (3.24), (3.25), (3.26),

ïåðåèìåíîâàâ èíäåêñû, ìû ïîëó÷àåì (3.16).

Ëåììà 6. Ïóñòü γ ∈ PC1
x([0, 1],M), f ∈ PC1([0, 1],R) è T ∈ TxM . Ïóñòü

p ∈ [0, 1] òàêîå, ÷òî γp ∈ W , ãäe W � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî M . Ïóñòü

L � C2 -ãëàäêàÿ MN -çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà M . Òîãäà ìû èìååì

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ d
dαL(γT,fα (p)) è d2

dα2L(γT,fα (p))) ïðè α = 0 :

d

dα

∣∣∣∣
α=0

(L(γT,fα (p))) = ∂µL(γp)T
µ
p f(p); (3.27)

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

(L(γT,fα (p))) =

= ∂λ∂µL(γp)T
µ
p T

λ
p f

2(p)− ∂κL(γp)Γ
κ
µλ(γp)T

µ
p T

λ
p f

2(p). (3.28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, γT,fα (p) = ϕ(αf(p), γp, Tp) ∈ W ïðè |α| <

δ . Òîãäà L(ϕ(αf(p), γp, Tp) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî α :

d

dα
(L(ϕ(αf(p), γp, Tp)) = ∂µL(ϕ(αf(p), γp, Tp)

d

dτ
ϕµ(αf(p), γp, Tp)f(p)) (3.29)
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è

d2

dα2
(L(γT,fα (p))) =

= ∂λ∂µL(ϕ(αf(p), γp, Tp)
d

dτ
ϕµ(αf(p), γp, Tp)f(p)

d

dτ
ϕλ(αf(p), γp, Tp)f(p)+

+ ∂µL(ϕ(αf(p), γp, Tp)
d2

dτ 2
ϕµ(αf(p), γp, Tp)f

2(p) (3.30)

Ïîäñòàâèâ α = 0 , èñïîëüçóÿ (3.2), ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñåé÷àñ ìû ìîæåì äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå 10 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ PC1([0, 1],R) . Ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå 0 =

t1 < t2 < . . . < tm = 1 îòðåçêà [0, 1] òàêîå, ÷òî L(ϕ(αf(p), γp, Tp)) ,

d
dαL(ϕ(αf(p), γp, Tp)) ,

d2

dα2L((ϕ(αf(p), γp, Tp)) íåïðåðûâíû ïðè êàæäîì (α, p) ∈

[−δ, δ]× [ti, ti+1] äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 . Â ñèëó ëåììû 6 òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

1∫
0

L(ϕ(αf(p), γp, Tp)dp =

1∫
0

∇λ∇µL(γp)T
µ
p T

λ
p f

2(p)dp.

Åñëè en � ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûé, òî

∆LF (γt) =
1

d

d∑
i=1

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1∫
0

∇λ∇µL(γp)Z
µ
i (γ, p)Zλ

i (γ, p)e2
k(p)dp =

=
d∑
i=1

1∫
0

∇λ∇µL(γp)Z
µ
i (γ, p)Zλ

i (γ, p)dp.

Ïóñòü â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TyM çàäàí íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàí-

íûé áàçèñ Z1(y), . . . , Zd(y) , òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d∑
i=1

∇λ∇µL(y)Zµ
i (y)Zλ

i (y) = ∇µ∇µL(y). (3.31)

Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.31) íå çàâèñÿò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò, ïðè

ýòîì ðàâåíñòâî (3.31) î÷åâèäíî âåðíî â òàêîé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
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(z1, . . . , zd) , ÷òî â òî÷êå y äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , d} âûïîëíÿåòñÿ ∂
∂zi = Zi .

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 10.

Ëåììà 7. Ïóñòü âñå Aµ � C2 -ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïóñòü {en} � ñëàáî ðàâíî-

ìåðíî ïëîòíûé áàçèñ â L2(0, 1) òàêîé, ÷òî âñå en ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-

ñòâó PC1([0, 1],R) è äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ en(0) = en(1) = 0.

Ïóñòü γ ∈ PC1
x,Wa

([0, 1],M). Òîãäà äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà T â

òî÷êå x âûïîëíÿåòñÿ:

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

Ua,ax
1,0 (γT,fα ) =

1∫
0

drUa
1,r(γ)(−∇λFµν(γr))T

µ
r T

λ
r γ
′ν
r U

ax
r,0(γ).

(3.32)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ëåììó 6, ïîêàçàâ, ÷òî, åñëè f èç PC1([0, 1],R)

òàêàÿ, ÷òî f(0) = f(1) = 0 , òî d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ua,ax
1,0 (γT,fα )(α) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

1∫
0

drKL
γ (r)f 2(r) +

1∫
0

1∫
0

drdpKV
γ (r, p)f(r)f(p), (3.33)

ãäå KL
γ (r) = Ua

1,r(−∇λFµν(γr))T
µ
r T

λ
r γ
′ν
r U

ax
r,0 è KV

γ ∈ L2([0, 1] × [0, 1]) , ïðè÷åì

KV
γ íå çàâèñèò îò f . Çàôèêñèðóåì f ∈ PC1([0, 1],R) è ïðèìåíèì ëåììó 5.

Ïóñòü γt ∈ Wd è γs ∈ Wc , òîãäà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ Ud,c
t,s äëÿ

Ud,c
t,s (γ) , Ud,c

t,s (α) äëÿ Ut,s(γ
T,f
α ) . Ïóñòü s = ti è t = ti+1 , ãäå ti è ti+1 òî÷êè

ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [0, 1] èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 5. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû

ìû íå áóäåì ïèñàòü èíäåêñ ai â Uai,ai
t,s (γ) , Uai,ai

t,s (α) è áóäåì èñïîëüçîâàòü

îáîçíà÷åíèå Uk
t,s(α) äëÿ Ut,s(γ

T,f
α , k) . Òîãäà

Uk
t,s(α) = Ut,s(γ

T,f
α , k) =

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk(−H(τk, α)) . . . (−H(τ1, α)). (3.34)
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Åñëè |α0| ≤ δ , òîãäà H(r, α) ⇒ H(r, α0) ,
d
dαH(r, α) ⇒ d

dαH(r, α0) ,

d2

dα2H(r, α) ⇒ d2

dα2H(r, α0) íà [s, t] ïðè α → α0 êàê ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íûå ôóíêöèè íà [s, t] × [−δ, δ] . Äëÿ êàæäîãî k ∈ N íà ∆k
s,t × [−δ, δ] ââåäåì

ôóíêöèþ

Hk(τ1, . . . , τk, α) = H(τk, α)× . . .×H(τ1, α).

Òîãäà ôóíêöèè Hk(τ1, . . . , τk, α) ⇒ Hk(τ1, . . . , τk, α0) ,
d
dαH

k(τ1, . . . , τk, α) ⇒

d
dαH

k(τ1, . . . , τk, α0) è d2

dα2H(τ1, . . . , τk, α) ⇒ d2

dα2H(τ1, . . . , τk, α0) íà ∆k
s,t ïðè

α→ α0 . Òîãäà U
k
t,s(α) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïðè |α| ≤ δ :

d

dα
Ut,s(γ

T,f
α , k) = (−1)k

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
d

dα
Hk(τ1, . . . , τk, α); (3.35)

d2

dα2
Ut,s(γ

T,f
α , k) = (−1)k

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
d2

dα2
Hk(τ1, . . . , τk, α). (3.36)

Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè H , d
dαH ,

d2

dα2H îãðàíè÷åíû ïî íîðìå êîíñòàíòîé C íà ìíîæåñòâå [s, t] × [−δ, δ] . Òî-

ãäà ðÿä
∑∞

k=0
d
dαU

k
t,s(α) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [−δ, δ] ïî ïðèçíàêó Âåé-

åðøòðàññà, ò.ê. ‖ ddαU
k
t,s(α)‖ ≤ 1

(k−1)!C
k(t − s)k . Ðÿä

∑∞
k=0

d2

dα2U
k
t,s(α) ñõîäèò-

ñÿ ðàâíîìåðíî íà [−δ, δ] ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, ò.ê. ‖ d2dα2U
k
t,s(α)‖ ≤

k
(k−1)!C

k(t− s)k . Ò.ê
∑∞

k=0 U
k
t,s(0) = Ut,s , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Ut,s(α) ∈ C2[−δ, δ]

è
∑∞

k=0
d
dαU

k
t,s(α) ⇒ d

dαUt,s(α) è
∑∞

k=0
d2

dα2U
k
t,s(α) ⇒ d2

dα2Ut,s(α) íà [−δ, δ] . Òîãäà
d
dα

∣∣
α=0

Ut,s(α) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dα

∣∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =
∞∑
k=1

(
k∑
j=1

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
(
−Aν(γτk)γ

′ν
τk

)
× . . .

. . .×
(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(τj, α)

)
. . .
(
−Aν(γτ1)γ

′ν
τ1

)
). (3.37)

56



Ïî òåîðåìå Ôóáèíè

d

dα

∣∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =
∞∑
k=1

k∑
j=1

t∫
s

drUk−j
t,r

(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(r, α)

)
U j−1
r,s . (3.38)

Ò.ê. ‖Un
r,p‖ ≤ 1

n!(r − p)nCn äëÿ êàæäûõ n ∈ N è, òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè:

n∑
k=1

k∑
j=1

‖Uk−j
t,r

d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(r, α)U j−1
r,s ‖ ≤ Ce(t−s)C , (3.39)

Òîãäà ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëåáåãà:

d

dα

∣∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =

t∫
s

drUt,r

(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(r, α)

)
Ur,s (3.40)

Àíàëîãè÷íî d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ut,s(α) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =
∞∑
k=1

k∑
j=1

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
(
−Aν(γτk)γ

′ν
τk

)
× . . .

. . .×
(
− d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

H(τj, α)

)
. . .
(
−Aν(γτ1)γ

′ν
τ1

)
+

+
∞∑
k=2

∑
1≤i<j≤k

2

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
(
−Aν(γτk)γ

′ν
τk

)
. . .

(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(τj, α)

)
× . . .

. . .×
(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(ti, α)

)
. . .
(
−Aν(γ(τ1))γ

′ν
τ1

)
. (3.41)

Ïî òåîðåìå Ôóáèíè

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =
∞∑
k=1

k∑
j=1

t∫
s

drUk−j
t,r

(
− d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

H(r, α)

)
U j−1
r,s +

+ 2
∞∑
k=2

k∑
j=2

j∑
i=2

∫
∆2
s,t

dτ2dτ1U
k−j
t,τ2

(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(τ2, α)

)
U j−i
t,τ2×

×
(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(τ1, α)

)
U i−2
r,s . (3.42)
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Äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè:

n∑
k=1

k∑
j=1

‖Uk−j
t,r

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

H(r, α)U j−1
r,s ‖ ≤ Ce(t−s)C ,

n∑
k=2

k∑
j=2

j∑
i=2

‖Uk−j
t,τ2

d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(τ2, α)U j−i
τ2,τ1

d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(τ1, α)U i−2
τ1,s
‖ ≤ C2e(t−s)C .

Òîãäà ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëåáåãà:

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =

t∫
s

drUt,r

(
− d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

H(r, α)

)
Ur,s+

+ 2

∫
∆2
s,t

dτ2dτ1Ut,τ2

(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(τ2, α)

)
Uτ2,τ1×

×
(
− d

dα

∣∣∣∣
α=0

H(τ1, α)

)
Uτ1,s. (3.43)

Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ut,s(α) êàê ñóììó
∑6

i=1 Ui , ãäå

U1 :=

t∫
s

drUt,r{−∂λ∂µAν(γr) + ∂κAν(γr)Γ
κ
µλ(γr) + 2∂µAκ(γr)Γ

κ
λν(γr)−

− Aκ(γr)(Γ
κ
βλ(γr) + Γκλβ(γr))Γ

β
µν(γr)+

+ Aκ(γr)∂νΓ
κ
λµ(γr)}T λr T µr γ′νr f 2(r))Ur,s, (3.44)

U2 :=

t∫
s

drUt,r(−∇µAν(γr)T
µ
r T

ν
r )(f 2(r))′Ur,s, (3.45)

U3 := 2

t∫
s

drUt,r
(
∂λAν(γr)T

λ
r γ
′ν
r + Aκ(γr)T

′κ
r

)
f(r)×

×
r∫
s

dpUr,p
(
∂λAν(γp)T

λ
p γ
′ν
p + Aκ(γp)T

′κ
p

)
f(p)Up,s, (3.46)
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U4 := 2

t∫
s

drUt,rAµ(γr)T
µ
r f
′(r)×

×
r∫
s

dpUr,p
(
∂λAν(γp)T

λ
p γ
′ν
p + Aκ(γp)T

′κ
p

)
f(p)Up,s, (3.47)

U5 := 2

t∫
s

dr

t∫
r

dpUt,p
(
∂λAν(γp)T

λ
p γ
′ν
p + Aκ(γp)T

′κ
p

)
f(p)Up,rdr×

× Aµ(γr)T
µ
r f
′(r)Ur,s, (3.48)

U6 := 2

t∫
s

dr{
t∫

r

dpUt,pAν(γp)T
ν
p f
′(p)Up,r}Aµ(γr)T

µ
r f
′(r)Ur,s (3.49)

è ïðåîáðàçóåì ýòè ñëàãàåìûå. Èíòåãðèðóÿ (3.45) ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçóÿ âûðà-

æåíèå (3.1) äëÿ T ′ , ïåðåèìåíîâàâ èíäåêñû ìû ïîëó÷àåì

U2 = −∇µAν(γt)T
µ
t T

ν
t Ut,sf

2(t) + Ut,s∇µAν(γs)T
µ
s T

ν
s f

2(s)+

+

t∫
s

drUt,r{∂ν∂λAµ(γr) + [Aν(γr), ∂λAµ(γr)]− (∂κAλ(γr) + ∂λAκ(γr))Γ
κ
µν(γr)−

− (∂νAκ(γr) + [Aν(γr), Aκ(γr)])Γ
κ
µλ(γr) + Aκ(γr)(Γ

κ
λβ(γr) + Γκβλ(γr))Γ

β
µν(γr)−

− Aκ(γr)∂νΓ
κ
λµ(γr)}T µr T λr γ′νr f 2(r)Ur,s. (3.50)

Ïðåîáðàçóåì U4 . Èíòåãðèðóÿ (3.47) ïî ÷àñòÿì, ìû ïîëó÷àåì

U4 = 2Aµ(γt)T
µ
t f(t)

t∫
s

drUt,r
(
∂λAν(γr)T

λ
r γ
′ν
r + Aκ(γr)T

′κ
r

)
f(r)Ut,s−

−
t∫

s

drUt,r{Aµ(γr)∂λAν(γr) + Aλ(γr)∂µAν(γr)− 2Aµ(γr)Aκ(γr)Γ
κ
λν(γr)}×

× γ′νr T µr T λr f 2(r)Ur,s +

t∫
s

t∫
s

drdpKV,1
γ[s,t]

(r, p)f(p)f(r), (3.51)
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ãäå

KV,1
γ[s,t]

(r, p) = −2(Ut,rAµ(γr)T
µ
r Ur,p)

′
r

(
∂λAν(γp)T

λ
p γ
′ν
p + Aκ(γp)T

′κ
p

)
×

× Up,sθ(r − p) = −2Ut,r{(∂νAµ(γr) + [Aν(γr), Aµ(γr)])γ
′ν
r T

µ
r + Aµ(γr)T

′µ
r }×

× Ur,p
(
∂µAν(γp)T

µ
p γ
′ν
p + Aκ(γp)T

′κ
p

)
Up,sθ(r − p), (3.52)

ãäå θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ò.e. θ(r) = 1 ïðè r ≥ 0 è θ(r) = 0 ïðè r < 0

Ïðåîáðàçóåì U5 . Èíòåãðèðóÿ (3.48) ïî ÷àñòÿì, ìû ïîëó÷àåì

U5 = −2

t∫
s

drUt,r
(
∂λAν(γr)T

λ
r γ
′ν
r + Aκ(γr)T

′κ
r

)
f(r)Ur,sAµ(γs)T

µ
s f(s)+

+

t∫
s

drUt,r{∂λAν(γr)Aµ(γr) + ∂µAν(γr)Aλ(γr)− 2Aκ(γr)Γ
κ
λν(γr)Aµ(γr)}×

× T λr T µr γ′νr f 2(r)Ur,s +

t∫
s

t∫
s

drdpKV,2
γ[s,t]

(r, p)f(p)f(r), (3.53)

ãäå

KV,2
γ[s,t]

(r, p) = −2Ut,p{∂µAν(γp)T
µ
p γ
′ν
p + Aκ(γp)T

′κ
p }Up,r×

× {(∂νAµ(γr) + [Aν(γr), Aµ(γr)])γ
′ν
r T

µ
r + Aµ(γr)T

′µ
r }Ur,sθ(p− r). (3.54)

Ïðåîáðàçóåì U6 . Èñïîëüçóÿ (3.1) äëÿ T ′ è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ïîëó-

÷àåì

t∫
r

dpUt,pAν(γp)T
ν
p f
′(p)Up,r = Aλ(γt)T

λ
t f(t)Ut,r − Ut,rAλ(γr)T

λ
r f(r)−

−
t∫

r

dpUt,p(∂νAµ(γp) + [Aν(γp), Aµ(γp)]− Aκ(γp)Γ
κ
µν(γp))T

µ
p γ
′ν
p f(p)Up,r. (3.55)
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ïîëó÷àåì

U6 = −2

t∫
s

drUt,r{∂νAλ(γr) + [Aν(γr), Aλ(γr)]− Aκ(γr)Γ
κ
λν(γr)}×

× T λr γ′νr f 2(r)Aµ(γr)T
µ
r Ur,s+

+

t∫
s

t∫
s

drdpKV,3
γ[s,t]

(r, p)f(p)f(r)−
t∫

s

drUt,rAλ(γr)T
λ
r Aµ(γr)T

µ
r (f 2)′(r)Ur,s+

+ 2Aλ(γt)T
λ
t f(t)

t∫
s

Ut,rAµ(γr)T
µ
r f
′(r)Ur,sdr+

+ 2

t∫
s

drUt,r(∂νAµ(γr) + [Aν(γr), Aµ(γr)])γ
′ν
r T

µ
r + Aµ(γr)T

′µ
r )×

× Ur,sAλ(γs)T
λ
s f(s), (3.56)

ãäå

KV,3
γ[s,t]

(r, p) = 2Ut,p((∂νAµ(γp) + [Aν(γp), Aµ(γp)])T
µ
p γ
′ν
p + Aµ(γp)T

′µ
p }×

× Up,r{(∂νAµ(γr) + [Aν(γr), Aµ(γr)])γ
′ν
r T

µ
r + Aµ(γr)T

′µ
r }Ur,sθ(p− r). (3.57)

Ò.ê. âûïîëíÿåòñÿ

t∫
s

drUt,rAλ(γr)T
λ
r Aµ(γr)T

µ
r (f 2)′(r)Ut,s = Aλ(γt)T

λ
t Aµ(γt)T

µ
t f

2(t)Ut,s−

− Ut,sAλ(γs)T
λ
s Aµ(γs)T

µ
s f

2(s)−
t∫

s

drUt,r{(∂νAλ(γr) + Aν(γr)Aλ(γr))Aµ(γr)+

+ Aλ(γr)∂νAµ(γr)− Aλ(γr)Aµ(γr)Aν(γr)− Aκ(γr)Γ
κ
λν(γr)Aµ(γr)−

− Aλ(γr)Aκ(γr)Γ
κ
µν(γr)}T µr T λr γ′νr f 2(r)Ur,s, (3.58)
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ìû ïîëó÷àåì

U6 =

t∫
s

drUt,r{−[∂νAλ(γr) + [Aν(γr), Aλ(γr)], Aµ(γr)]+

+ [Aκ(γr), Aµ(γr)]Γ
κ
λν(γr)}T λr T µr γ′ν(r)f 2(r)Ut,s

+2

t∫
s

drUt,r{(∂νAµ(γr)+[Aν(γr), Aµ(γr)])γ
′ν
r T

µ
r +Aµ(γr)T

′µ
r }Ur,sAλ(γs)T

λ
s f(s)+

+ 2Aλ(γt)T
λ
t f(t){Aµ(γt)T

µ
t f(t)Ut,s − Ut,sAµ(γs)T

µ
s f(s)−

− 2

t∫
s

drUt,r{(∂νAµ(γr) + [Aν(γr), Aµ(γr)])γ
′ν
r T

µ
r + Aµ(γr)T

′µ
r }Ur,s}. (3.59)

Çàìåòèì U3 =
t∫
s

drdpKV,4
γ[s,t]

(r, p)f(p)f(r) , ãäå

KV,4
γ[s,t]

(r, p) = 2Ut,r (∂µAν(γr)T
µ
r γ
′ν
r + Aκ(γr)T

′κ
r )×

× Ur,p
(
∂µAν(γp)T

µ
p γ
′ν
p + Aκ(γp)T

′κ
p

)
Up,sθ(r − p). (3.60)

Èñïîëüçóÿ (3.59), (3.53), (3.51), (3.50), ìû ïîëó÷àåì äëÿ d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =∑6
i=1 Ui :

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =

t∫
s

drKL
γ[s,t]

(r)f 2(r)+

+

t∫
s

t∫
s

drdpKV
γ[s,t]

(r, p)f(r)f(p) + ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò f(s) è f(t)

(3.61)
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ãäå

KV
γ[s,t]

(r, p) =
4∑
i

KV,i(r, p) =

= 2θ(r − p)Ut,r{(∂νAµ(γr) + [Aν(γr), Aµ(γr)])− ∂µAν(γr)}γ′νr T µr ×

× Ur,p{(∂νAµ(γp) + [Aν(γp), Aµ(γp)])− ∂µAν(γp)}γ′νp T µp Up,s =

= 2θ(r − p)Ut,r(−Fµν(γr)T µr γ′νr )×

× Ur,p(−Fµν(γp)T µp γ′νp )Up,s (3.62)

è

KL
γ[s,t]

(r) =

= Ut,r{{−∂λ∂µAν(γr) + ∂κAν(γr)Γ
κ
µλ(γr) + 2∂µAκ(γr)Γ

κ
λν(γr)−

− Aκ(γr)(Γ
κ
βλ(γr) + Γκλβ(γr))Γ

β
µν(γr) + Aκ(γr)∂νΓ

κ
λµ(γr)}+

+ {∂ν∂λAµ(γr) + [Aν(γr), ∂λAµ(γr)]− (∂κAλ(γr) + ∂λAκ(γr))Γ
κ
µν(γr)−

− (∂νAκ(γr) + [Aν(γr), Aκ(γr)])Γ
κ
µλ(γr) + Aκ(γr)(Γ

κ
λβ(γr) + Γκβλ(γr))Γ

β
µν(γr)−

− Aκ(γr)∂νΓ
κ
λµ(γr))}−

− {Aµ(γr)∂λAν(γr) + Aλ(γr)∂µAν(γr)− 2Aµ(γr)Aκ(γr)Γ
κ
λν(γr)}+

+ {∂λAν(γr)Aµ(γr) + ∂µAν(γr)Aλ(γr)− 2Aκ(γr)Γ
κ
λν(γr)Aµ(γr)}−

−{[∂νAλ(γr)+[Aν(γr), Aλ(γr)], Aµ(γr)]−[Aκ(γr), Aµ(γr)]Γ
κ
λν(γr)}}T µr T λr γ′νr Ur,s =

= Ut,r{{(−∂λ∂µAν(γr) + ∂ν∂λAµ(γr) + [Aν(γr), ∂λAµ(γr)]+

+ (∂λAκ(γr)− ∂κAλ(γr))Γ
κ
µν(γr) + Fκν(γr)Γ

κ
µλ(γr))}+

+ {[∂λAν(γr), Aµ(γr)]− [Aλ(γr), ∂µAν(γr)]− 2[Aκ(γr), Aλ(γr)]Γ
κ
µν}−

−{[∂νAλ(γr)+[Aν(γr), Aλ(γr)], Aµ(γr)]−[Aκ(γr), Aλ(γr)]Γ
κ
µν(γr)}}T µr T λr γ′νr Ur,s =

= Ut,r(−∇λFµν(γr)T
µ
r T

λ
r γ
′ν
r )Ur,s. (3.63)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçóåì, ÷òî ∂ν∂λAµ(γr) = ∂λ∂νAµ(γr) .
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Ñîáåðåì ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò f(s) è f(t) , â (3.61):

− {∇µAν(γt)T
µ
t T

ν
t + A(γt)TtA(γt)Tt}Ut,sf 2(t)+

+ Ut,s{∇µAν(γs)T
µ
s T

ν
s − A(γs)TsA(γs)Ts}f 2(s)−

− 2A(γt)Ttf(t){Bt,s − A(γt)Ttf(t)Ut,s + Ut,sA(γs)Tsf(s)}+

+ 2{−A(γt)Ttf(t)Ut,s + Ut,sA(γs)Tsf(s) +Bt,s}A(γs)Tsf(s)+

+ 2A(γt)Ttf(t)Ut,sA(γs)Tsf(s), (3.64)

ãäå ñèìâîëîì Bt,s îáîçíà÷àåòñÿ

t∫
s

drUt,r(−Fµν(γr)T µr γ′νr )f(r)Ur,s.

(Íèæå ñèìâîëîì Bd,c
t,s , åñëè γt ∈ Wd è γs ∈ Wc , áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ∫ t

s drU
d
t,r(−Fµν(γr)T µr γ′νr )f(r)U c

r,s .) Ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò f(s) è f(t) èñ-

÷åçàþò, åñëè f(s) = f(t) = 0 . Òîãäà ìû ïîëó÷èì (3.33), åñëè äîêàæåì, ÷òî

d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ua,ax
1,0 (γT,fα ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (3.61).

Çàìåòèì, èç (3.40) ñëåäóåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ d
dα

∣∣
α=0

Ut,s(α) ïðè

s = ti è t = ti+1 äëÿ âñåõ i = {0, . . . ,m− 1} :

d

dα

∣∣∣∣
α=0

Ut,s(α) =

t∫
s

drUt,r{−∂µAν(γr)T
µ
r γ
′ν
r − Aµ(γr)(T

µ
r f(r))′}Ur,s =

= Bt,s − Aµ(γt)T
µ
t f(t)Ut,s + Ut,sAµ(γs)T

µ
s f(s). (3.65)

Ïóñòü 0 ≤ s < r < t ≤ 1 , òàêèå, ÷òî γt ∈ Wd , γs ∈ Wc , γr ∈ Wa′ ∩Wb .

Ìû äîêàæåì, ÷òî, åñëè d
dα

∣∣
α=0

Ud,a′

t,r (α) , d
dα

∣∣
α=0

Ud,a′

t,r (α) è d2

dα2

∣∣∣
α=0

U b,c
r,s (α) ,

d2

dα2

∣∣∣
α=0

U b,c
r,s (α) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå (3.65) è â âèäå (3.61), òî-

ãäà d
dα

∣∣
α=0

Ud,c
t,s (α) è d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ud,c
t,s (α) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê (3.65) è

êàê (3.61) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïî èíäóêöèè ìû ïîëó÷èì (3.33).
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà äëÿ Ud,c
t,s (α) = Ud,a′

t,r (α)ψa′b(γ
T,f
α (r))U b,c

r,s (α) ,

ìû ïîëó÷àåì:

d

dα
Ud,c
t,s (α) =

=
d

dα
Ud,a′

t,r (α)ψa′b(γ
T,f
α (r))U b,c

r,s (α) + Ud,a′

t,r (α)
d

dα
(ψa′b(γ

T,f
α (r)))U b,c

r,s (α)+

+ Ud,a′

t,r (α)ψa′b(γ
T,f
α (r))

d

dα
U b,c
r,s (α), (3.66)

d2

dα2
Ud,c
t,s (α) =

d2

dα2
Ud,a′

t,r (α)ψa′b(γ
T,f
α (r))U b,c

r,s (α)+

+ 2
d

dα
Ud,a′

t,r (α)ψa′b(γ
T,f
α (r))

d

dα
U b,c
r,s (α) + Ud,a′

t,r (α)ψa′b(γ
T,f
α (r))

d2

dα2
U b,c
r,s (α)+

+ 2
d

dα
Ud,a′

t,r (α)
d

dα
(ψa′b(γ

T,f
α (r)))U b,c

r,s (α)+

+ 2Ud,a′

t,r (α)
d

dα
(ψa′b(γ

T,f
α (r)))

d

dα
U b,c
r,s (α) + Ud,a′

t,r (α)
d2

dα2
(ψa′b(γ

T,f
α (r)))U b,c

r,s (α).

(3.67)

Â ñèëó (3.66) è ðàâåíñòâà Aa′
µ (γr) = ψa′b(γr)A

b
µ(γr)ψ

−1
a′b(γr)−∂µψa′b(γr)ψ

−1
a′b(γr)

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

d

dα

∣∣∣∣
α=0

Ud,c
t,s (α) = {Bd,a′

t,r −Ad
µ(γt)T

µ
t f(t)Ud,a′

t,r +Ud,a′

t,r A
a′

µ (γr)T
µ
r f(r)}ψa′b(γr)U b,c

r,s+

+ Ud,a′

t,r ψa′b(γr){Bb,c
r,s − Ab

µ(γr)T
µ
r f(r)U b,c

r,s + U b,c
r,sA

c
µ(γs)T

µ
s f(s)}+

+ Ud,a′

t,r ∂µψa′b(γr)T
µ
r f(r)U b,c

r,p = Bd,c
t,s − Ad

µ(γt)T
µ
t f(t)Ud,c

t,s +

+ Ud,c
t,s Aµ(γs)T

µ
s f(s). (3.68)

Âûäåëèì ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò f(s) , f(t) è f(r) , â d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ud,c
t,s (α) íèæå

â ôîðìóëàõ â (3.73) è (3.69) è ïîêàæåì, ÷òî ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò f(r)
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ñîêðàùàþòñÿ. Èñïîëüçóÿ (3.65), ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

2{Bd,a′

t,r − Ad(γt)Ttf(t)Ud,a′

t,r + Ud,a′

t,r A
a′(γr)Trf(r)}ψab(γr)×

× {Bb,c
r,s − Ab(γr)Trf(r)U b,c

r,s + U b,c
r,sA

c(γs)Tsf(s)}+

+ 2{Bd,a′

t,r − Ad(γt)Ttf(t)Ud,a′

t,r + Ud,a′

t,r A
a′(γr)Trf(r)}×

× {∂µψa′b(γr)T µr f(r) + Aa′(γr)Trf(r)ψa′b(γr)}U b,c
r,s

+ 2Ud,a′

t,r {∂µψa′b(γr)T µr f(r)− ψa′b(γr)Ab(γr)Trf(r)}×

× {Bb,c
r,s − Ab(γr)Trf(r)U b,c

r,s + U b,c
r,sA

c(γs)Tsf(s)}−

− 2Ad(γt)Ttf(t){Bd,a′

t,r − Ad(γt)Ttf(t)Ud,a′

t,r + Ud,a′

t,r A
a′(γr)Trf(r)}ψa′b(γr)U b,c

r,s+

+ 2Ud,a′

t,r ψa′b(γr){Bb,c
r,s − Ab(γr)Trf(r)U b,c

r,s + U b,c
r,sA

c(γs)Tsf(s)}Ac(γs)Tsf(s)+

+ 2Ad
λ(γt)T

λ
t f(t)Ud,a′

t,r A
a′

λ (γr)T
λ
r f(r)ψa′b(γr)U

d,a′

t,r +

+ 2Ud,a′

t,r ψa′b(γr)A
b
λ(γr)T

λ
r frU

b,c
r,sA

c
λ(γs)T

λ
s f(s) =

= 2Bd,a′

t,r ψa′b(γr)B
b,c
r,s + 2Ud,a′

t,r A
a′(γr)Trψa′b(γr)A

b(γr)Trf
2(r)U b,c

r,s−

− 2Ad(γt)Ttf(t){Ud,a′

t,r ψa′b(γr)B
b,c
r,s +Bd,a′

t,r ψa′b(γr)U
b,c
r,s−

− Ad(γt)Ttf(t)Ud,a′

t,r ψa′b(γr)U
b,c
r,s + Ud,a′

t,r ψa′b(γr)U
b,c
r,sA

c(γs)Tsf(s)}+

+ 2{Ud,a′

t,r ψab(γr)B
d,a′

r,s +Bd,a′

t,r ψa′b(γr)U
d,a′

t,r − Ad(γt)Ttf(t)Ud,a′

t,r ψa′b(γr)U
b,c
r,s+

+ Ud,a′

t,r ψa′b(γr)U
b,c
r,sA

c(γs)Tsf(s)}Ac(γs)Tsf(s). (3.69)

Ò.ê. Aa′
µ (γr) = ψa′b(γr)A

b
µ(γr)ψ

−1
a′b(γr)− ∂µψa′b(γr)ψ

−1
a′b(γr) , âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà

− Aa′(γr)TrA
a′(γr)Trψa′b(γr)− ψa′b(γr)Ab(γr)TrA

b(γr)Tr

+ (∂µψa′b(γr)A
b
ν(γr)− Aa′

ν (γr)∂µψa′b(γr))T
µ
r T

ν
r =

= −2Aa′(γr)Trψa′b(γr)A
b(γr)Tr. (3.70)
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è

∇µA
a′

ν (γr)T
µ
r T

ν
r ψa′b(γr) = {∂µ(ψa′b(γr)A

b
ν(γr)ψ

−1
a′b(γr))ψa′b(γr)−

− ∂µ(∂νψa′b(γr)ψ
−1
a′b(γr))ψa′b(γr)− Γκµν(γr)(ψa′b(γr)A

b
κ(γr)− ∂κψa′b(γr))}T µr T νr =

= {ψa′b(γr)∂µAb
ν(γr)− ψa′b(γr)Γκµν(γr)Ab

κ(γr)− ∂µ∂νψa′b(γr)+

+ ∂κψa′b(γr)Γ
κ
µν(γr) + ∂µψa′b(γr)A

b
ν(γr)− ψa′b(γr)Ab

ν(γr)ψ
−1
a′b(γr)∂µψa′b(γr)−

− ∂νψa′b(γr)ψ−1
a′b(γr)∂µψa′b(γr)}T

µ
r T

ν
r = ψa′b(γr)∇µA

b
ν(γr)T

µ
r T

ν
r −

− ∂µ∂νψa′b(γr)T µr T νr + ∂κψa′b(γr)Γ
κ
µν(γr))T

µ
r T

ν
r +

+ (∂µψa′b(γr)A
b
ν(γr)− Aa′

ν (γr)∂µψa′b(γr))T
µ
r T

ν
r . (3.71)

Îòñþäà ñëåäóåò

(∇νA
a′

µ (γr)T
µ
r T

ν
r − Aa′(γr)TrA

a′(γr)Tr)ψab(γr)+

+ ψab(γr)(−∇µA
b
ν(γr)T

µ
r T

ν
r − Ab(γr)TrA

b(γr)Tr)+

+ ∂ν∂µψab(γr)T
µ
r T

ν
r − ∂κψab(γr)Γκµν(γr))T µr T νr =

= −2Aa′(γr)Trψab(γr)A
b(γr)Tr. (3.72)

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

{(−∇νA
d
µ(γt)T

ν
t T

µ
t −Ad(γt)TtA

d(γt)Tt)U
d,a′

t,r f
2(t)+Ud,a′

t,r f
2(r)(∇νA

a′

µ (γr)T
µ
r T

ν
r −

− Aa′(γr)TrA
a′(γr)Tr}ψa′b(γr)U b,c

r,s + Ud,c
t,s ψa′b(γr){(−∇µA

b
ν(γr)T

µ
r T

ν
r −

−Ab(γr)TrA
b(γr)Tr)U

b,c
r,sf

2(r)+U b,c
r,s (∇µA

c
ν(γs)T

µ
s T

ν
s −Ac(γs)TsA

c(γs)Ts)f
2(s)}+

+ Ud,a′

t,r (∂ν∂µψa′b(γr)T
µ
r T

ν
r − ∂κψa′b(γr)Γκµν(γr))T µr T νr f 2(r)U b,c

r,s =

= (−∇νA
d
µ(γt)T

ν
t T

µ
t − Ad(γt)TtA

d(γt)Tt)U
d,a′

t,r f
2(t)ψa′b(γr)U

b,c
r,s+

+ Ud,a′

t,r ψa′b(γr)U
b,c
r,s (∇µA

c
ν(γs)T

µ
s T

ν
s − Ac(γs)TsA

c(γs)Ts)f
2(s)}−

− 2Ud,a′

t,r A
a′(γr)Trψa′b(γr)A

b(γr)Trf
2(r)U b,c

r,s . (3.73)
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Èç ðàâåíñòâ (3.73) è (3.69) ñëåäóåò, ÷òî d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ud,c
t,s (α) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå (3.61), ãäå ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò f(s) è îò f(t) èìåþò âèä (3.64), à

òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

KV
γ[s,t]

(p1, p2) = 2Ud
t,p1

(−Fµν(γp1)T µp1γ
′ν
p1

)Up1,rθ(p1 − r)×

× θ(r − p2)Ur,p2(−Fµν(γp2)T µp2γ
′ν
p2

)U c
p2,s

+

+KV
γ[r,t]

(p1, p2)ψa′b(γp)U
b,c
r,sθ(p2 − r) + θ(r − p1)U

d,a′

t,r ψa′b(γr)K
V
γ[s,r]

(p1, p2) =

= 2Ud
t,p1

(−Fµν(γp1)T µp1γ
′ν
p1

)Up1,p2(−Fµν(γp2)T µp2γ
′ν
p2

)U c
p2,s
θ(p1 − p2). (3.74)

è âûïîëíÿåòñÿ

KL
γ[s,t]

(p) = KL
γ[r,t]

(p)θ(p− r)ψa′b(γr)U b,c
r,s+

+ Ud,a′

t,r ψa′b(γr)K
L
γ[s,r]

(p)θ(r − p) = Ud
t,p(−∇λFµν(γp))T

µ
p T

λ
p γ
′ν
p U

c
p,s. (3.75)

Òîãäà ïî èíäóêöèè ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (3.33) äëÿ d2

dα2

∣∣∣
α=0

Ua,ax
1,0 (γT,fα ) .

Ò.ê KV
γ ∈ L2([0, 1] × [0, 1],MN) , à {en} � îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ â L2[0, 1] ,

òî âûïîëíÿåòñÿ

lim
n→∞

1∫
0

1∫
0

drdpKV
γ (r, p)en(r)en(p) = 0.

Ò.ê. {en} � ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûé, ìû ïîëó÷àåì

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

Ua,ax
1,0 (γT,fα )(α) =

1∫
0

drKL
γ (r).

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè ëåììó.

Ëåììà 8. Ïóñòü â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TyM çàäàí íåêîòîðûé îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Z1(y), . . . , Zd(y), òîãäà

d∑
i=1

∇λFµν(y)Zµ
i (y)Zλ

i (y) = ∇µF
µ
ν (y).
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì äîñòàòî÷íî ïåðåéòè â òàêóþ ëî-

êàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (z1, . . . , zd) , ÷òî â òî÷êå y äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , d}

âûïîëíÿåòñÿ ∂
∂zi = Zi(y) .

Òåîðåìà 6 � ïðÿìîå ñëåäñòâèå ëåìì 7 è 8.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 6 âûïîëíÿþòñÿ. Ïóñòü

Jaν (y)dyν � ñåìåéñòâî Lie(G)-çíà÷íûõ 1-ôîðì òàêèõ, ÷òî Jaν (y)dyν îïðå-

äåëåíû íà Wa è äëÿ y ∈ Wa ∩Wb âûïîëíÿåòñÿ

Jaν (y) = ψab(y)J bν(y)ψ−1
ab (y). (3.76)

Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ñâÿçíîñòü A íà M ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà ñ èñ-

òî÷íèêîì:

∇µF
µ
ν = Jν; (3.77)

2. ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ Ua,ax
1,0 íà PC1

x,Wa
([0, 1],M) äëÿ êàæäîãî a ∈ Λ

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ:

∆LU
a,ax
1,0 (γ) = −

1∫
0

Ua
1,r(γ)Jν(γr)γ

′ν
r U

ax
r,0(γ)dr. (3.78)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 6 î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ

∇µF
µ
ν = Jν , òî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.78).

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Äëÿ êàæäîé γ ∈ PC1
x([0, 1],M) ââåäåì

ôóíêöèþ Rγ íà îòðåçêå [0, 1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rγ(r) =

r∫
0

dpUa
1,p(−∇µF

µ
ν (γp) + Jν(γp))γ

′ν
p U

ax
p,0dp.
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Ò.ê. ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè, òî

Rγ(r) = Ua,ar
1,r (∆LU

ar,ax
1,0 (γr) +

r∫
0

dpUar
1,p(γ

r)Jν(γ
r
p)γ

r
p
′νUax

p,0(γ
r)) ≡ 0

ãäå ar ∈ Λ òàêîé, ÷òî γ(r) ∈ War , è êðèâàÿ γr ∈ PC1
x([0, 1],M) (r ∈ [0, 1])

îïðåäåëÿåòñÿ òàê: γr(t) = γ(rt) . Òîãäà

R′γ(r) =
1

d

d∑
i=1

Ua
1,r(−∇µF

µ
ν (γr)γ

′ν
r + Jν(γr)γ

′ν
r )Uax

r,0 ≡ 0.

Ò.ê. U1,r, Ur,0 ∈ G , ìû ïîëó÷àåì ∇µF
µ
ν (γr)γ

′ν
r = Jν(γr)γ

′ν
r äëÿ âñåõ γ ∈

PC1
x([0, 1],M) è äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] . Òîãäà ∇µF

µ
ν = Jν .

Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñâÿçè ìåæäó óðàâíåíèÿìè ßíãà-

Ìèëëñà è óðàâíåíèåì Ëåâè-Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü âñå Aµ � C2 -ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïóñòü {en} � ñëàáî ðàâ-

íîìåðíî ïëîòíûé áàçèñ â L2(0, 1) òàêîé, ÷òî âñå ýëåìåíòû {en} ïðèíàä-

ëåæàò ïðîñòðàíñòâó PC1[0, 1], ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ

en(0) = en(1) = 0. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ñâÿçíîñòü A íà M ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà:

∇µF
µ
ν = 0; (3.79)

2. äëÿ êàæäîãî a ∈ Λ ôóíêöèÿ PC1
x,Wa

([0, 1],M) 3 γ 7→ Ua,ax
1,0 (γ) (ïàðàë-

ëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ èç PC1
x,Wa

([0, 1],M)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà-Ëåâè:

∆LU
a,ax
1,0 = 0. (3.80)

Çàìå÷àíèå 6. Â ñëó÷àå ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M äëÿ êàæäîãî

a ∈ Λ ôóíêöèÿ PC1
x,Wa

([0, 1],M) 3 γ 7→ Ua,ax
1,0 (γ) ëåæèò â îáëàñòè
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îïðåäåëåíèÿ äàëàìáåðòèàíà Ëåâè, è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

�LU
a,ax
1,0 (γ) =

1

d

1∫
0

drUa
1,r(γ)(−∇µF

µ
ν (γr)γ

′ν
r )Uax

r,0(γ). (3.81)

3.3 Íåêëàññè÷åñêèé ëàïëàñèàí Ëåâè è óðàâíåíèÿ ßíãà-

Ìèëëñà

Ïóñòü W 1
2 ([0, 1],Rd) � ïðîñòðàíñòâî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðè-

íèìàþùèõ çíà÷åíèå â Rd è îáëàäàþùèõ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé ïðîèç-

âîäíîé. Ïóñòü

H = {γ ∈ W 1
2 ([0, 1],Rd) : γ(0) = 0}

� ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

(g1, g2)H =

1∫
0

(g′1(r), g
′
2(r))Rddr

è ñîîòâåòñòâóþùåé ãèëüáåðòîâîé íîðìîé ‖ · ‖H . Ïóñòü {pi}di=1 � îðòîíîðìè-

ðîâàííûé áàçèñ â Rd . Âûáåðåì â H ñëåäóþùèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ:

en(r) = pn−dbn−1d cfb
n−1
d c

(r), (3.82)

ãäå

f0(r) = r, fj(r) =

√
2

πj
sin(πjr) (3.83)

äëÿ j ∈ N .
Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñâÿçíîñòü çàäàíà íà Rd êàê gl(N)-

çíà÷íàÿ C2 -ãëàäêàÿ 1-ôîðìà Aµ(x)dxµ , îïðåäåëåííàÿ íà âñåì Rd . Òåíçîð

êðèâèçíû � ýòî gl(N)-çíà÷íàÿ 2-ôîðìà
∑

µ<ν Fµν(x)dxµ ∧ dxν , ãäå Fµν =

∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν] , îïðåäåëåííàÿ íà âñåì Rd . Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîä-

íàÿ òåíçîðà êðèâèçíû èìååò âèä ∇λFµν = ∂λFµν + [Aλ, Fµν] . Îïðåäåëèì äëÿ

γ ∈ H ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü γ[s,t] êàê ýëåìåíò GL(N) , îïðåäåëåííûé

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ut,s(γ) =
∞∑
k=0

Ut,s(γ, k), (3.84)
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ãäå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, Ut,s(γ, 0) = IN è

Ut,s(γ, k) =

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
(
−Aµ(γτk)γ

′µ
τk

)
. . .
(
−Aµ(γτ1)γ

′µ
τ1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

U−1
t,s (γ) = IN +

∞∑
k=1

∫
∆k
s,t

dτ1 . . . dτk
(
Aµ(γτ1))γ

′µ
τ1

)
. . .
(
Aµ(γτk)γ

′µ
τk

)
. (3.85)

Äëÿ êàæäîãî s ∈ [0, 1] ôóíêöèÿ [s, 1] 3 t 7→ Ut,s(γ) � àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íàÿ, ïðè÷åì ïî÷òè âñþäó âûïîëíÿåòñÿ

d

dt
Ut,s(γ) = −Aµ(γt)γ

′µ
t Ut,s(γ). (3.86)

Äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] ôóíêöèÿ [0, t] 3 s 7→ Ut,s(γ) � àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íàÿ, ïðè÷åì ïî÷òè âñþäó âûïîëíÿåòñÿ

d

ds
Ut,s(γ) = Ut,s(γ)Aµ(γs)γ

′µ
s . (3.87)

Ëåììà 9. Ïóñòü A1, . . . , An ∈MN è B1, . . . , Bn ∈MN , òîãäà

‖A1 . . . An −B1 . . . Bn‖ ≤
n∑
k=1

‖Ak −Bk‖
n∏

i=1,i6=k

max (‖Ai‖, ‖Bi‖)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà:

A1 . . . An −B1 . . . Bn =
n∑
k=1

A1 . . . Ak−1(Ak −Bk)Bk+1 . . . Bn.

Ïðåäëîæåíèå 11. Ôóíêöèè U1,0 : H → MN è U−1
1,0 : H → MN äèôôåðåíöè-

ðóåìû ïî Ôðåøå íà H , ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

duU1,0(γ) =

1∫
0

drU1,r(γ)(−Fνµ(γr)γ′µr uνr)Ur,0(γ)− Aµ(γ)uµ1U1,0(γ1),

duU
−1
1,0 (γ) =

1∫
0

drU−1
r,0 (γ)(Fνµ(γr)γ

′µ
r u

ν
r)U

−1
1,r (γ) + U−1

1,0 (γ)Aµ(γ1)u
µ
1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ, u ∈ H . Ïóñòü â òî÷êå t ∈ [0, 1] ñóùåñòâóþò ïðî-

èçâîäíûå γ′t è u′t . Ââåäåì ôóíêöèþ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà Hγ,u,t(ε) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

Hγ,u,t(ε) = −Aµ(γt + εut)(γ
′µ
t + εu′µt ).

Òîãäà

d

dε
Hγ,u,t(ε) = −∂νAµ(γt + εut)u

ν
t (γ
′µ
t + εu′µt )− Aµ(γt + εut)u

′µ
t .

Ò.ê. äëÿ u ∈ H âûïîëíÿåòñÿ

sup
t∈[0,1]

‖ut‖Rd ≤
1∫

0

‖u′t‖Rddt ≤ ‖u‖H , (3.88)

äëÿ êàæäîãî C1 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K â Rd , ÷òî äëÿ âñåõ ‖u‖H ≤

C1 , |ε| ≤ 1 è t ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ γt + εut ∈ K . Ò.ê. âñå Aµ è ∂νAµ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà K , äëÿ êàæäîãî C1 > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ D >

0 , ÷òî äëÿ âñåõ ‖u‖H ≤ C1 è 0 ≤ ε2 ≤ 1 âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ

h1
γ,u,ε2

(t) = sup|ε|≤ε2 ‖Hγ,u,t(ε)‖ è h2
γ,u,ε2

(t) = sup|ε|≤ε2 ‖
d
dεHγ,u,t(ε)‖ â ëþáîé

òî÷êå t ∈ [0, 1] :

h1
γ,u,ε2

(t) ≤ D(‖γ′t‖Rd + ε2‖u′t‖Rd), (3.89)

h2
γ,u,ε2

(t) ≤ D‖ut‖Rd(‖γ′t‖Rd + ε2‖u′t‖Rd) +D‖u′t‖Rd. (3.90)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3.88), ìû ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ ‖u‖H ≤ C1 è ε2 ≤ 1 ñëåäóþùèå

îöåíêè
1∫

0

h1
γ,u,ε2

(t)dt ≤ D(‖γ‖H + ε2‖u‖H), (3.91)

1∫
0

h2
γ,u,ε2

(t)dt ≤ D‖u‖H(‖γ‖H + ε2‖u‖H) +D‖u‖H . (3.92)
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Ò.ê. âñå Aµ è ∂νAµ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà K , äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 ,

ñóùåñòâóåò òàêîå ε2 > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ ‖u‖H ≤ C1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-

þùèå îöåíêè äëÿ h3
γ,u,ε2

(t) = sup|ε|≤ε2 ‖Hγ,u,t(ε) − Hγ,u,t(0)‖ è h4
γ,u,ε2

(t) =

sup|ε|≤ε2 ‖
d
dεHγ,u,t(ε)− d

dεHγ,u,t(0)‖ â ëþáîé òî÷êå t ∈ [0, 1] :

h3
γ,u,ε2

(t) ≤ ε1‖γ′t‖Rd + ε2D‖u′t‖Rd, (3.93)

h4
γ,u,ε2

(t) ≤ ε1‖ut‖Rd‖γ′t‖Rd + ε1‖u′t‖Rd + ε2D‖ut‖Rd‖u′t‖Rd. (3.94)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3.88), ìû ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ ‖u‖H ≤ C1 ñëåäóþùèå îöåíêè

1∫
0

h3
γ,u,ε2

(t)dt ≤ ε1‖γ‖H + ε2D‖u‖H), (3.95)

1∫
0

h4
γ,u,ε2

(t)dt ≤ ε1‖u‖H‖γ‖H + ε1‖u‖H + ε2D‖u‖2
H . (3.96)

Ïóñòü â òî÷êàõ τ1, . . . , τn èç [0, 1] ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå γ′τ1, . . . , γ
′
τn

è

u′τ1, . . . , u
′
τn
. Ââåäåì ôóíêöèþ

Hτn,...,τ1(γ, u, ε) = Hγ,u,τn(ε) . . . Hγ,u,τ1(ε).

Èç ëåììû 9 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

sup
|ε|≤ε2

‖ d
dε
Hτn,...,τ1(γ, u, ε)−

d

dε
Hτn,...,τ1(γ, u, 0)‖ ≤

≤
n∑
i=1

n∏
k=1,k 6=i

h1
γ,u,ε2

(τi))h
4
γ,u,ε2

(τk)+

+
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

n∏
k=1,k 6=i,k 6=j

h1
γ,u,ε2

(τk))h
2
γ,u,ε2

(τj)h
3
γ,u,ε2

(τi). (3.97)

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ âñåõ n ∈ N :
n∑
k=1

k∑
j=1

‖U1,r(γ, k − j)(
d

dε
Hγ,u,r(0))Ur,0(γ, j − 1))‖ ≤ eD

∫ 1

0
‖γ′t‖Rddth2

γ,u,0(r).
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Òîãäà èç òåîðåì Ôàòó è Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî

1

ε
(U1,0(γ + εu)− U1,0(γ))−

1∫
0

U1,r(γ)(−∂νAµ(γt)u
ν
t γ
′µ
t − Aµ(γt)u

′µ
t )Ur,0(γ)) =

=
∞∑
n=1

∫
∆n

0,1

1

ε
(Hτn,...,τ1(γ, u, ε)−Hτn,...,τ1(γ, u, 0))− d

dε
Hτn,...,τ1(γ, u, 0)dτ1 . . . dτn

Òîãäà

sup
|ε|≤ε2

‖1
ε

(U1,0(γ+εu)−U1,0(γ))−
1∫

0

U1,r(−∂νAµ(γt)u
ν
t γ
′µ
t −Aµ(γt)u

′µ
t )Ur,0(γ))‖ ≤

≤
∞∑
n=1

∫
∆n

0,1

sup
|ε|≤ε2

‖1
ε

(Hτn,...,τ1(γ, u, ε)−Hτn,...,τ1(γ, u, 0))− d

dε
Hτn,...,τ1(γ, u, 0)‖dτ1 . . . dτn ≤

≤
∞∑
n=1

∫
∆n

0,1

sup
|ε|≤ε2

‖ d
dε
Hτn,...,τ1(γ, u, ε)−

d

dε
Hτn,...,τ1(γ, u, 0)‖dτ1 . . . dτn.

Â ñèëó îöåíîê (3.91), (3.92), (3.95), (3.96) äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 , ñóùåñòâóåò

òàêîå ε2 > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ ‖u‖H ≤ C1 âûïîëíÿåòñÿ

sup
|ε|≤ε2

‖1
ε

(U1,0(γ+εu)−U1,0(γ))−
1∫

0

U1,r(γ)(−∂νAµ(γt)u
ν
t γ
′µ
t −Aµ(γt)u

′µ
t )Ur,0(γ))‖ ≤

≤ {
1∫

0

h4
γ,u,ε2

(t)dt+

1∫
0

h2
γ,u,ε2

(t)dt

1∫
0

h3
γ,u,ε2

(t)dt}e
∫ 1

0
h1γ,u,ε2(t)dt ≤

≤ {ε1‖u‖H‖γ‖H + ε1‖u‖H + ε2D‖u‖2
H+

+ (D‖u‖H(‖γ‖H + ε2‖u‖H) +D‖u‖H)(ε1‖γ‖H + ε2D‖u‖H)}eD(‖γ‖H+ε2‖u‖H).

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî U1,0 äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå è

duU1,0(γ) =

1∫
0

drU1,r(γ)(−∂νAµ(γr)γ
′µ
r u

ν
r − Aµ(γr)u

′µ
r ))Ur,0(γ)

75



Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ïîëó÷àåì

duU1,0(γ) =

1∫
0

drU1,r(γ)(−Fνµ(γr)γ′µr uνr)Ur,0(γ)− Aµ(γ1)u
µ
1U1,0(γ)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

duU
−1
1,0 (γ) =

1∫
0

drU−1
r,0 (γ)(Fνµ(γr)γ

′µ
r u

ν
r)U

−1
1,r (γ) + U−1

1,0 (γ)Aµ(γ1)u
µ
1

Ïóñòü îïåðàòîð N1 : span{en : n ∈ N} → H îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: N1en = πbn−1
d cen .

Ïðåäëîæåíèå 12. Âåðíî ðàâåíñòâî π2

d2 ∆N1 = ∆N1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëåììû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî, äëÿ (an) ∈ C∞ âûïîëíÿåòñÿ

1

d2
C1((n

2an)) = C1(((b(n− 1)/dc)2an)), (3.98)

åñëè îäíà èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò

C1((n
2an)) . Ò.ê. nan = 1

n(
∑n

k=1 k
2ak) − (n−1)

n
1

(n−1)(
∑n−1

k=1 k
2ak), âûïîëíÿåòñÿ

limn→∞ nan = 0 . Òîãäà limn→∞((b(n− 1)/dc)2an − 1
d2n

2an = 0 , ò.ê.

|(b(n− 1)/dc)2an −
1

d2
(n2an)| ≤

2

d2
n|an|.

Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ (3.98). Åñëè ñóùåñòâóåò C1(((b(n − 1)/dc)2an)) , ðàâåí-

ñòâî (3.98) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 9. Ôóíêöèÿ H 3 γ 7→ U1,0(γ) (ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâûõ

èç H ) ëåæèò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ∆L
N1 . Ïðè ýòîì âûïîëíÿ-

åòñÿ:

d∆L
N1
U1,0(γ) =

π2

d
∆L
N1U1,0(γ) =

1∫
0

U1,r(γ)(−∇µF
µ
ν (γr)γ

′ν
r )Ur,0(γ)dr
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî U1,0 äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà

ïî Ôðåøå, ïðè÷åì

dvduU1,0 =
6∑
i=1

Ui,u,v,

ãäå

U1,u,v :=

1∫
0

drU1,r{−∂λ∂µAν(γr)}uλruµrγ′νr )Ur,0, (3.99)

U2,u,v :=

1∫
0

drU1,r(−∂µAν(γr)(u
′ν
r u

µ
r + uνru

′µ
r )Ur,0, (3.100)

U3,u,v := 2

1∫
0

drU1,r

(
∂λAν(γr)u

λ
rγ
′ν
r

) r∫
0

dpUr,p
(
∂λAν(γp)u

λ
pγ
′ν
p

)
Up,0, (3.101)

U4,u,v := 2

1∫
0

drU1,rAµ(γr)u
′µ
r

r∫
0

dpUr,p
(
∂λAν(γp)u

λ
pγ
′ν
p

)
Up,0, (3.102)

U5,u,v := 2

1∫
0

dr

1∫
r

dpU1,p

(
∂λAν(γp)u

′λ
p γ
′ν
p

)
Up,rdrAµ(γr)u

′µ
r Ur,0, (3.103)

U6,u,v := 2

1∫
0

dr{
1∫
r

dpU1,pAν(γp)u
′ν
p Up,r}Aµ(γr)u

′µ
r Ur,0. (3.104)

Ïóñòü γ, v, u ∈ H . Ïóñòü â òî÷êå t ∈ [0, 1] ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå γ′t , u
′
t ,

v′t . Ââåäåì ôóíêöèþ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà Hγ,u,t(ε) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H1
γ,v,u,t(ε) = (−∂νAµ(γt + εvt)u

ν
t (γ
′µ
t + εv′µt )− Aµ(γt + εvt)u

′µ
t

Òîãäà

d

dε
H1
γ,v,u,t(ε) = −∂λ∂νAµ(γt + εvt)v

λ
t u

ν
t (γ
′µ
t + εv′µt )−

− ∂νAµ(γt + εvt)u
ν
t v
′µ
t − ∂νAµ(γt + εvt)v

ν
t u
′µ
t .
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Äëÿ âñåõ C1 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K â Rd , ÷òî äëÿ âñåõ ‖v‖H ≤ C1 ,

|ε| ≤ 1 è t ∈ [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ γt + εvt ∈ K . Ò.ê. âñå Aµ ,∂νAµ è ∂λ∂νAµ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà K , äëÿ âñåõ C1 > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ D1 > 0 , ÷òî

äëÿ âñåõ ‖v‖H ≤ C1 è 0 ≤ ε2 ≤ 1 âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ h5
γ,v,u,ε2

(t) =

sup|ε|≤ε2 ‖H
1
γ,v,u,t(ε)‖ è h6

γ,v,u,ε2
(t) = sup|ε|≤ε2 ‖

d
dεH

1
γ,v,u,t(ε)‖ â ëþáîé òî÷êå t ∈

[0, 1] :

h5
γ,v,u,ε2

(t) ≤ D1‖ut‖Rd(‖γ′t‖Rd + ε2‖v′t‖Rd) +D1‖u′t‖Rd, (3.105)

h6
γ,v,u,ε2

(t) ≤ D1‖ut‖Rd‖vt‖Rd(‖γ′t‖Rd + ε2‖u′t‖Rd)+

+D1‖u′t‖Rd‖vt‖Rd +D1‖ut‖Rd‖v′t‖Rd. (3.106)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3.88), ìû ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ ‖v‖H ≤ C1 è 0 ≤ ε2 ≤ 1

ñëåäóþùèå îöåíêè

1∫
0

h5
γ,v,u,ε2

(t) ≤ D1‖u‖H(‖γ‖H + ε2‖v‖H) +D1‖u‖H , (3.107)

1∫
0

h6
γ,v,u,ε2

(t) ≤ D1‖u‖H‖v‖H(‖γ‖H + ε2‖u‖H) + 2D1‖u‖H‖v‖H . (3.108)

Äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 , ñóùåñòâóåò òàêîå ε2 > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ ‖v‖H ≤ C1

âåðíû îöåíêè äëÿ h7
γ,v,u,ε2

(t) = sup|ε|≤ε2 ‖H
1
γ,v,u,t(ε)−H1

γ,v,u,t(0)‖ è h8
γ,v,u,ε2

(t) =

sup|ε|≤ε2 ‖
d
dεH

1
γ,v,u,t(ε)− d

dεH
1
γ,v,u,t(0)‖ â ëþáîé òî÷êå t ∈ [0, 1] :

h7
γ,v,u,ε2

(t) ≤ ε1‖ut‖Rd‖γ′t‖Rd + ε1‖u′t‖Rd + ε2D1‖ut‖Rd‖v′t‖Rd, (3.109)

h8
γ,v,u,ε2

(t) ≤ ε1‖ut‖Rd‖vt‖Rd‖γ′t‖Rd + ε2D1‖ut‖Rd‖vt‖Rd‖u′t‖Rd+

+ ε1‖u′t‖Rd‖vt‖Rd + ε1‖ut‖Rd‖v′t‖Rd. (3.110)

78



Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3.88), ìû ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ ‖v‖H ≤ C1 ñëåäóþùèå îöåíêè

1∫
0

h7
γ,v,u,ε2

(t)dt ≤ ε1‖u‖H‖γ‖H + ε1‖u‖H + ε2D1‖u‖H‖v‖H , (3.111)

1∫
0

h8
γ,v,u,ε2

(t)dt ≤ ε1‖u‖H‖v‖H‖γ‖H + ε2D1‖u‖2
H‖v‖H + 2ε1‖u‖H‖v‖H . (3.112)

Ïóñòü â òî÷êàõ τ1, . . . , τn èç [0, 1] ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå γ′τ1, . . . , γ
′
τn
, u′τ1, . . . , u

′
τn

è v′τ1, . . . , v
′
τn
. Ââåäåì ôóíêöèþ

H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, ε) =
n∑
i=1

Hγ,v,τn(ε) . . . Hγ,v,ti+1
(ε)H1

γ,v,u,τi
(ε)Hγ,v,ti−1(ε) . . . Hγ,v,τ1(ε).

Èç ëåììû 9 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

sup
|ε|≤ε2

‖ d
dε
H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, ε)− d

dε
H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, 0)‖ ≤

≤
n∑
i=1

n∏
k=1,k 6=i

h1
γ,v,ε2

(τk))h
8
γ,v,u,ε2

(τi)+

+
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

n∏
k=1,k 6=i,k 6=j

h1
γ,v,ε2

(τk))h
3
γ,v,ε2

(τj)h
6
γ,v,u,ε2

(τi)+

+
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

n∏
k=1,k 6=i,k 6=j

h1
γ,v,ε2

(τk))h
2
γ,v,ε2

(τj)h
7
γ,v,u,ε2

(τi)+

+
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

n∏
k=1,k 6=i,k 6=j

h1
γ,v,ε2

(τk))h
4
γ,v,ε2

(τj)h
5
γ,v,u,ε2

(τi)+

+
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

n∑
l=1,l 6=i,l 6=j

n∏
k=1,k 6=i,k 6=j,k 6=l

h1
γ,v,ε2

(τk))h
2
γ,v,ε2

(τj)h
5
γ,v,u,ε2

(τi)h
3
γ,v,ε2

(τj).

(3.113)

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ âñåõ n ∈ N :

n∑
k=1

k∑
j=1

‖U1,r(γ, k − j)(
d

dε
H1
γ,v,u,r(0))Ur,0(γ, j − 1))‖ ≤ eD

∫ 1

0
‖γ′t‖Rddth6

γ,v,u,0(r),
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n∑
k=2

k∑
j=2

j∑
i=2

‖U1,p2(γ, k−j)(H1
γ,v,u,p2

(0))Up2,p1(γ, j−i)
d

dε
Hγ,v,p1(0))Up1,0(γ, i−1))‖ ≤

≤ eD
∫ 1

0
‖γ′t‖Rddth5

γ,v,u,0(p2)h
2
γ,v,0(p1).

Èç òåîðåì Ôàòó è Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî

1

ε
(duU1,0(γ + εv)− duU1,0(γ))−

6∑
i=1

Ui,u,v =

=
∞∑
n=1

∫
∆n

0,1

(
1

ε
(H1

τn,...,τ1
(γ, u, v, ε)−H1

τn,...,τ1
(γ, u, v, 0))− d

dε
H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, 0))dτ1 . . . dτn.

Òîãäà

‖1
ε

(duU1,0(γ + εv)− duU1,0(γ))−
6∑
i=1

Ui,u,v‖ ≤

≤
∞∑
n=1

∫
∆n

0,1

sup
|ε|≤ε2

‖1
ε

(H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, ε)−H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, 0))−

− d

dε
H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, 0)‖dτ1 . . . dτn ≤

≤
∞∑
n=1

∫
∆n

0,1

sup
|ε|≤ε2

‖ d
dε
H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, ε)− d

dε
H1
τn,...,τ1

(γ, u, v, 0)‖dτ1 . . . dτn.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ε2 > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ ‖v‖H ≤ C1

sup
|ε|≤ε2

‖1
ε

(duU1,0(γ + εv)− duU1,0(γ))−
6∑
i=1

Ui,u,v‖ ≤

≤ {
1∫

0

h8
γ,v,u,ε2

(t)dt+

1∫
0

h3
γ,v,ε2

(t)dt

1∫
0

h6
γ,v,u,ε2

(t)dt+

+

1∫
0

h2
γ,v,ε2

(t)dt

1∫
0

h7
γ,v,u,ε2

(t)dt+

1∫
0

h4
γ,v,ε2

(t)dt

1∫
0

h5
γ,v,u,ε2

(t)dt+

+

1∫
0

h2
γ,v,ε2

(t)dt

1∫
0

h5
γ,v,u,ε2

(t)dt

1∫
0

h3
γ,v,ε2

(t)dt}e
∫ 1

0
h1γ,v,ε2(t)dt.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε1 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ε2 > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ ‖v‖H ≤ C1

sup
|ε|≤ε2

‖1
ε

(duU1,0(γ + εv)− duU1,0(γ))−
6∑
i=1

Ui,u,v‖ ≤

≤ {ε1‖u‖H‖v‖H‖γ‖H + ε2D1‖u‖2
H‖v‖H + 2ε1‖u‖H‖v‖H+

+ (ε1‖γ‖H + ε2D‖u‖H)(D1‖u‖H‖v‖H(‖γ‖H + ε2‖u‖H) + 2D1‖u‖H‖v‖H)+

+(D‖v‖H(‖γ‖H+ε2‖v‖H)+D‖v‖H)(ε1‖u‖H‖γ‖H+ε1‖u‖H+ε2D1‖u‖H‖v‖H)+

+ (ε1‖v‖H‖γ‖H + ε1‖v‖H + ε2D‖v‖2
H)(D1‖u‖H(‖γ‖H + ε2‖v‖H) +D1‖u‖H)+

+ (D‖v‖H(‖γ‖H + ε2‖v‖H) +D‖v‖H)(ε1‖γ‖H + ε2D‖v‖H)×

× (D1‖u‖H(‖γ‖H + ε2‖v‖H) +D1‖u‖H)}eD(‖γ‖H+ε2‖v‖H).

Òîãäà U1,0 äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå âñþäó íà H .

Ïóñòü òåïåðü u1 = 0 . Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7 ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ïî ÷àñòÿì ïðè u1 = 0 , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

duduU1,0(γ) =

1∫
0

U1,r(−∇λFµν(γr)u
µ
ru

λ
rγ
′ν
r )Ur,0dr+

+ 2

1∫
0

1∫
0

U1,p1(−Fµν(γp1)uµp1γ
′ν
p1

)Up1,p2(−Fµν(γp2)uµp2γ
′ν
p2

)Up2,0θ(p1 − p2)dp1dp2.

Òîãäà, ò.ê. {πnfn}∞n=1 � ñëàáî ðàâíîìåðíî ïëîòíûé áàçèñ â L2(0, 1) ,

1

d
∆L
N1U1,0(γ) =

d

π2
∆N1

U1,0(γ) =

=
d∑

µ=1

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

d(nfnpµ)d(nfnpµ)U1,0(γ) =
1

π2

1∫
0

Ut,r(−∇µF
µ
ν (γr)γ

′ν
r )Ur,sdr.

Ñëåäñòâèå 1. Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. ñâÿçíîñòü A íà Rd ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà:

∇µF
µ
ν = 0;
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2. ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U1,0 íà H ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

äëÿ ëàïëàñèàíà ∆L
N1 :

∆L
N1U1,0 = 0.

3.4 Íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëåâè è óðàâíåíèÿ

êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè

Ïóñòü p0, . . . , p3 � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî R1,3 = {x0, . . . , x3} .
Ïóñòü ãðå÷åñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò {0, . . . , 3} , åñëè íå îãîâîðåíî èíîå. Ìåò-

ðèêà η â ýòîì áàçèñå èìååò äèàãîíàëüíûé âèä c äèàãîíàëüþ: {1,−1,−1,−1} .
Ïóñòü

H = {σ ∈ W 1
2 ([0, 1],R1,3) : σ(0) = 0}

� ïñåâäîãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì: (g1, g2)H =∫ 1

0 (g′1(r), g
′
2(r))R1,3dr . Âûáåðåì ñëåäóþùèé ïñåâäîîðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â

H :

en(r) = pn−1−4bn−14 c
fbn−14 c

(r),

ãäå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, f0(r) = r è fj(r) =
√

2
πj sin(πjr) äëÿ

j ∈ N .

Îïðåäåëåíèå 10. Íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëåâè, � ýòî ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç dom�L1
â ïðîñòðàíñòâî âñåõ MN -çíà÷íûõ ôóíêöèé íà

H , îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�L1
F (σ) = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

dπkp0fkdπkp0fkF (σ)−
3∑
i=1

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

dπkpifkdπkpifkF (σ),

(3.114)

ãäå dom�L1
ïðîñòðàíñòâî äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî Ãàòî MN -

çíà÷íûõ ôóíêöèé íà H , äëÿ êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü (3.114) ñóùåñòâóåò

äëÿ âñåõ σ ∈ H .
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Îïðåäåëåíèå 11. Ïóñòü F : H → V1 , ãäå V1 � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîð-

íîå ïðîñòðàíñòâî, äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó íà H â ñìûñëå Ãàòî, ïðè÷åì

ïðîèçâîäíàÿ F ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

duF (σ) =

1∫
0

〈u(t), νσ(dt)〉, (3.115)

ãäå äëÿ êàæäîãî σ ∈ H νσ � ýòî V1 × (R1,3)∗ -çíà÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F â êîíå÷íîé òî÷êå ïî íàïðàâëåíèþ h ∈ R1,3

(endpoint derivation) � ýòî V1 -çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà H , îïðåäåëåííàÿ òàê:

DhF (σ) = 〈h, νσ({1})〉, σ ∈ H.

Áóäåì îáîçíà÷àòü Dµ = Dpµ .

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê îïðåäåëåíèå ïðîèçâîä-

íîé â êîíå÷íîé òî÷êå ïî íàïðàâëåíèþ:

Ïðåäëîæåíèå 13. Åñëè ó ôóíêöèè F ∈ C1(H,V1) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ

â êîíå÷íîé òî÷êå ïî íàïðàâëåíèþ h ∈ R1,3 , òî

DhF (σ) = d(hf0)F (σ) +
∞∑
n=1

√
2(−1)nd(hfn)F (σ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëåáåãà, ò.ê. ðÿä

f0(t) +
∞∑
n=1

(−1)n
√

2fn(t) = t+
∞∑
n=1

(−1)n
2

πn
sin πnt,

ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê 1{1}(t) , ïðè÷åì åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åííû íà [0, 1] .

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñâÿçíîñòü çàäàíà íà R1,3 êàê u(N)-çíà÷íàÿ C2 -ãëàäêàÿ

1-ôîðìà Aµ(x)dxµ , îïðåäåëåííàÿ íà âñåì R1,3 . Ôóíêöèÿ Ut,s(σ) äëÿ σ ∈ H ,

òåíçîð êðèâèçíû è åãî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê è â
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ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 11 ïåðåíîñèòñÿ áåç èç-

ìåíåíèé íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òåî-

ðåìå 9 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

�L1
U1,0(σ) =

1∫
0

U1,r(σ)(−∇µF
µ
ν (σr)σ

′ν
r )Ur,0(σ)dr.

Åñëè α, β ∈ CN , òî α⊗β∗ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íà CN , äåéñòâóþùèì òàê:

α⊗ β∗ξ = α(ξ, β)CN , ξ ∈ CN .

Ïóñòü {gα}4
α=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â C4 . Åñëè ϕ =

∑4
α=1 ϕα ⊗ gα ∈

CN ⊗ C4 , òî ñèìâîë ϕγµϕ îáîçíà÷àåò ñëåäóþùèé îïåðàòîð íà CN

ϕγµϕ =
4∑

α=1

((IN ⊗ γ0γµ)ϕ)α ⊗ ϕ∗α,

ãäå γµ � ìàòðèöû Äèðàêà:

γ0 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0



γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0

 .

Ïðåäëîæåíèå 14. Åñëè ϕ ∈ CN , òî iϕγµϕ ∈ u(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ1, ξ2 ∈ CN , òîãäà

(ϕγµϕξ1, ξ2)CN = (
4∑

α=1

((IN ⊗ γ0γµ)(
4∑

β=1

ϕβ ⊗ gβ))α(ξ1, ϕα)CN , ξ2)CN =

= ((
4∑

α=1

(
4∑

β=1

ϕβ ⊗ (γ0γµgβ))α(ξ1, ϕα)CN , ξ2)CN =

=
4∑

α=1

4∑
β=1

(ξ1, ϕα)CN (γ0γµgβ, gα)C4(ϕβ, ξ2)CN .
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

(ξ1, ϕγµϕξ2)CN =
4∑

α=1

4∑
β=1

(ξ1, ϕα)CN (gβ, γ0γµgα)C4(ϕβ, ξ2)CN .

Ò.ê. γ0γµ � ñèììåòðè÷íûé îïåðàòîð íà C4 äëÿ êàæäîãî µ ∈ {0, . . . , 3} , òî

(ϕγµϕξ1, ξ2)CN = (ξ1, ϕγµϕξ2)CN . Òîãäà (iϕγµϕ)∗ = −iϕγµϕ .

Ïðåäëîæåíèå 15. Åñëè g ∈ U(N) è ϕ ∈ CN , òî

(g ⊗ I4)ϕγµ(g ⊗ I4)ϕ = gϕγµϕg
−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. îïåðàòîðû (g ⊗ I4) è (IN ⊗ γ0γµ) êîììóòèðóþò, òî

âåðíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

(g ⊗ I4)ϕγµ(g ⊗ I4)ϕ =
4∑

α=1

((g ⊗ I4)(IN ⊗ γ0γµ)ϕ)α ⊗ ((g ⊗ I4)ϕ)∗α =

=
4∑

α=1

(g((IN ⊗ γ0γµ)ϕ)α)⊗ (gϕα)∗ =

= g

(
4∑

α=1

((IN ⊗ γ0γµ)ϕ)α ⊗ (ϕα)∗

)
g−1 = gϕγµϕg

−1.

Ïðåäïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê äëÿ α, β ∈ CN è g ∈ U(N) âåðíî

ðàâåíñòâî

g(α⊗ β∗)g−1 = ((gα)⊗ (gβ)∗).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ ∈ CN , òîãäà

g(α⊗ β∗)g−1ξ = gα(g−1ξ, β)CN = gα(ξ, gβ)CN = ((gα)⊗ (gβ)∗)ξ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà (A,ψ) , ãäå ψ ∈ C1(R1,3,CN ⊗ C4) :{
(IN ⊗ γµ)(∂µ + Aµ ⊗ I4)ψ + imψ = 0

∇µF
µ
ν = −i(ψγνψ).

(3.116)
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Çàìå÷àíèå 7. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.116) ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè. Òàêîé âèä èìåþò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

äëÿ ëàãðàíæèàíà:

L(Aν, ∂µAν, ψ, ∂µψ) = −1

4
trace(FµνF

µν) + ψ(i(IN ⊗ γµ)((∂µ +Aµ ⊗ I4)−m)ψ,

ãäå ψ = ψ∗(IN ⊗ γ0).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ψ: H → CN ⊗ C4 , îïðåäåëåííóþ òàê:

Ψ(σ) = (U−1
1,0 (σ)⊗ I4)ψ(σ1), σ ∈ H.

Òåîðåìà 10. (A,ψ) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (3.116), òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U1,0 è ôóíêöèÿ Ψ, îïðåäåëåííàÿ âûøå, óäî-

âëåòâîðÿþò: 
(IN ⊗ γµ)DµΨ + imΨ = 0

�L1
U1,0(σ) = iU1,0(σ)

1∫
0

drΨ(σr)γνΨ(σr)σ′νr ,
(3.117)

ãäå äëÿ êàæäîãî r ∈ [0, 1] êðèâàÿ σr ∈ H îïðåäåëåíà òàê: σr(t) = σ(rt).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî u ∈ H âûïîëíÿåòñÿ

duΨ(σ) = (duU
−1
1,0 (σ))ψ(σ1) + U−1

1,0 (σ)∂u1ψ(σ1) =

=

1∫
0

U−1
r,0 (σ)(Fµν(σr)u

µ
rσ
′ν
r U

−1
r,1 (σ)drψ(σ1)+U

−1
1,0 (σ)Aµ(σ1)u

µ
1+U−1

1,0 (σ)∂u1ψ(σ1).

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ïî Ãàòî ôóíêöèè Ψ èìååò âèä (3.115), ïðè÷åì

DµΨ(σ) = (U−1
1,0 (σ)⊗ I4)∇µψ(σ1).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (A,ψ) óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòå-

ìû (3.116), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (U1,0,Ψ) óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó

óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3.119).
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(A,ψ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.116) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ σ ∈ H

�L1
U1,0(σ) =

1∫
0

U1,r(σ))(iϕγνϕ(σr)σ
′ν
r )Ur,0(σ)dr.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 15 äëÿ g = U−1
r,0 (σ) ñëåäóåò, ÷òî

U1,0(σ)

1∫
0

U−1
r,0 (σ)ϕ(σr)γνϕ(σr)σ

′ν
r Ur,0(σ)dr = U1,0(σ)

1∫
0

drΨ(σr)γνΨ(σr)σ′νr .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (A,ψ) óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòå-

ìû (3.116) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (U1,0,Ψ) óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó

óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3.119).

Çàìå÷àíèå 8. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðâûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (3.116) è (3.117)

áûëà äîêàçàíà â [27].

3.5 Íåêëàññè÷åñêèé äàëàìáåðòèàí Ëåâè è óðàâíåíèÿ

ßíãà-Ìèëëñà-Õèããñà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñâÿçíîñòü çàäàíà íà R1,3 êàê su(N)-çíà÷íàÿ C2 -ãëàäêàÿ

1-ôîðìà Aµ(x)dxµ , îïðåäåëåííàÿ íà âñåì R1,3 .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà (A, φ) , ãäå φ ∈ C2(R1,3, su(N)) :{
∇µ∇µφ(x)− (m2 − λtrace(φ∗(x)φ(x))φ(x) = 0

∇µF
µ
ν (x)− [φ(x),∇νφ(x)] = 0,

(3.118)

ãäå m,λ ≥ 0 , ∇νφ = ∂νφ+ [Aν, φ] , ∇µ∇νφ = ∂µ∇νφ+ [Aµ,∇νφ] .
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Çàìå÷àíèå 9. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.118) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ßíãà-

Ìèëëñà-Õèããñà. Òàêîé âèä èìåþò óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ëàãðàí-

æèàíà:

L(Aν, ∂µAν, φ, ∂µφ) = −1

4
trace(FµνF

µν) +
1

2
trace((∇µφ)∗∇µφ)+

+
m2

2
trace(φ∗φ)− λ

4
(trace(φ∗φ))2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ: H → su(N) , îïðåäåëåííóþ òàê:

Φ(σ) = U1,0(σ)−1φ(σ1)U1,0(σ), σ ∈ H.

Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 11. (A, φ) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (3.118), òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ U1,0 è ôóíêöèÿ Φ, îïðåäåëåííàÿ âûøå, óäîâëå-

òâîðÿþò:
ηµνDµDνΦ(σ)− (m2 − λtrace(Φ∗(σ)Φ(σ))Φ(σ) = 0

�L1
U1,0(σ) + U1,0(σ)

1∫
0

dr[Φ(σr), DνΦ(σr)]σ′νr = 0,
(3.119)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê.

duΦ(σ) = (duU
−1
1,0 (σ))φ(σ1)U1,0(σ) + U−1

1,0 (σ)∂u1ψ(σ1)U1,0(σ)+

+ U−1
1,0 (σ)ψ(σ1)(duU1,0(σ)) =

=

1∫
0

drU−1
r,0 (σ)(Fµν(σr)u

µ
rσ
′ν
r )U−1

1,r (σ)ψ(σ1)U1,0(σ)+

+ U−1
1,0 (σ)Aµ(σ1)u

µ
1φ(σ1)U1,0(σ) + U−1

1,0 (σ)∂u1φ(σ1)U1,0(σ)−

−U−1
1,0 (σ)ψ(σ1)

1∫
0

U1,r(σ)(Fµν(σr)u
µ
rσ
′ν
r Ur,0(σ)dr−U−1

1,0 (σ)φ(σ1)Aµ(σ1)u
µ
1U1,0(σ),
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òî

DνΦ(σ) = U−1
1,0 (σ)∇νφ(σ1)U1,0(σ). (3.120)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

DµDνΦ(σ) = U−1
1,0 (σ)∇µ∇νφ(σ1)U1,0(σ). (3.121)

Èç ðàâåíñòâ (3.120) è (3.121) è èç ðàâåíñòâà

(m2 − λtrace(Φ∗(σ)Φ(σ))Φ(σ) =

= U−1
1,0 (σ)(m2 − λtrace(φ∗(σ1)φ(σ1))φ(σ1))U1,0(σ)

ñëåäóåò, ÷òî (A, φ) óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3.118), òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (U1,0,Φ) óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòå-

ìû (3.119). Ò.ê. âûïîëíÿåòñÿ

1∫
0

U1,r(σ)[φ(σr),∇νφ(σr)]σ
′ν
r Ur,0(σ)dr =

= U1,0(σ)

1∫
0

U−1
r,0 (σ)[φ(σr),∇νφ(σr)]σ

′ν
r Ur,0(σ)dr =

= U1,0(σ)

1∫
0

[U−1
r,0 (σ)φ(σr)Ur,0(σ), U−1

r,0 (σ)∇νφ(σr)Ur,0(σ)]σ′νr dr =

= U1,0(σ)

1∫
0

dr[Φ(σr), DνΦ(σr)]σ′νr ,

(A, φ) óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3.118), òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà (U1,0,Φ) óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3.119).

Çàìå÷àíèå 10. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðâûõ óðàâíåíèé ñèñòåì (3.118) è (3.119)

áûëà äîêàçàíà â [27].
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